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vi I´NDEX
Introduccio´
Les equacions diferencials formen una branca important de les matema`tiques. L’inici del ca`lcul infinitesimal va
provocar una explosio´ de models matema`tics de la naturalesa basats en equacions diferencials, i des d’aleshores
un problema recurrent en matema`tiques ha sigut trobar les solucions d’un sistema d’equacions diferencials. Aix´ı
molts matema`tics han dedicat la seva investigacio´ a aquest camp de les matema`tiques. Nosaltres ens centrarem
en una petita part del treball del matema`tic noruec Sophus Lie, va ser un geo`metra de la segona part del segle
XIX que va treballar junt amb Felix Klein i va ser influenciat per la teoria de grups (vegeu [Oco]). Les seves
idees van donar lloc al que avui coneixem com a grups i a`lgebres de Lie.
En aquest treball exposarem la teoria general de les simetries puntuals d’equacions diferencials, tambe´
conegudes com a simetries de Lie. Aquestes so´n transformacions en l’espai de variables dependents i indepen-
dents que conserven el conjunt de solucions d’una equacio´ diferencial. Posteriorment aplicarem aquesta teoria
a l’estudi de les simetries del formalisme k-simple`ctic de la teoria de camps ([Rom]). Ens fixarem nome´s en les
simetries cont´ınues, e´s a dir, simetries donades per un grup continu de transformacions, en contraposicio´ a les
simetries discretes ([Gae]). Dins de les simetries cont´ınues s’anomenen puntuals aquelles que no so´n general-
itzades o de Lie-Ba¨cklund, les quals sorgeixen en l’estudi de lleis de conservacio´ ([Olv], cap. 5). Les simetries
s’apliquen per trobar solucions d’una equacio´ diferencial, reduir el seu ordre o integrar-les; per exemple, per
equacions diferencials ordina`ries vegeu la seccio´ 2.5 de [Olv]. Actualment existeixen molts articles d’investigacio´
on apareixen aquests me`todes aplicats a certes famı´lies d’equacions diferencials.
El treball s’inicia amb un resum dels resultats ba`sics de geometria diferencial i una exposicio´ sobre varietats
fibrades. Aquesta introduccio´ ens servira` per fixar notacions i resultats que caldra` utilitzar al llarg del text.
Les refere`ncies [Lee] i [KMS] cobreixen de sobres aquesta part. Les varietats fibrades so´n la base per entendre
els fibrats de jets, varietats que serveixen per tractar les equacions diferencials. En termes poc precisos, els
objectes en una varietat de jets so´n els valors d’aplicacions i les seves derivades. L’exposicio´ de les varietats
fibrades i dels fibrats de jets esta` basada en [Sau], encara que existeixen altres punts de vista com a [KMS].
L’estudi geome`tric de les equacions en derivades parcials es fa utilitzant els fibrats de jets. Aquest punt de
vista l’hem aplicat a la teoria de simetries de Lie exposada a [Olv], de manera que el resultat final e´s la teoria
de simetries puntuals des del punt de vista de la geometria diferencial en comptes d’un punt de vista depenent
de coordenades. Donem un me`tode general per trobar les simetries de Lie d’una equacio´ diferencial qualsevol.
Posteriorment estudiarem les simetries de les equacions diferencials definides per k-camps vectorials. Aquest e´s
el primer pas per introduir-nos en les simetries dels sistemes hamiltonians k-simple`ctics. Estudiarem la relacio´
entre els diferents tipus de simetries que es poden definir en aquests sistemes. Per tal d’aclarir aquesta qu¨estio´,
considerem, per exemple, una varietat M i P el conjunt de camins de M , on entenem per camı´ una aplicacio´
en M parametritzada per una o me´s variables. Ens podem plantejar de trobar el subconjunt S ⊂ P de camins
que so´n solucio´ d’un cert problema. Aquest problema, que en el nostre cas consisteix en resoldre un sistema
d’equacions diferencials, ve determinat per unes certes dades com poden ser un camp vectorial, una connexio´,
una lagrangiana, etc. Concretament en aquest treball la dada del problema sera` una certa subvarietat S de
l’espai de jets Jkpi, la qual tindra` associada una certa equacio´ diferencial ∆S , que defineix un cert conjunt
de solucions S. Existeixen dos punts de vista per definir les simetries d’un problema [GP]: d’una banda les
transformacions que preserven les dades del problema i de l’altra les que preserven el conjunt de solucions
S. Al llarg dels darrers tres cap´ıtols tractarem aquestes dues concepcions i estudiarem sota quines condicions
coincideixen les simetries de S i ∆S .
Anem a explicar amb me´s detall el contingut dels diferents cap´ıtols d’aquest treball.
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Cap´ıtol 1
El cap´ıtol 1 conte´ els resultats ba`sics sobre geometria diferencial i l’exposicio´ de les varietats fibrades. El principal
resultat que veiem en aquest cap´ıtol e´s sobre la invaria`ncia de subvarietats per camps vectorials. Donada una
subvarietat N ⊂ M donem condicions equivalents per a que` N sigui invariant pel flux d’un camp vectorial.
Una d’aquestes condicions e´s l’anomenat criteri d’invaria`ncia infinitesimal, e´s a dir, que el camp vectorial sigui
tangent a N . Habitualment N esta` definida localment per l’anul·lacio´ d’una certa aplicacio´ F sobre M , llavors
l’espai tangent a N e´s el nucli de l’aplicacio´ tangent de F . D’aquesta manera s’obte´ un criteri me´s senzill per
comprovar si F e´s invariant pel flux d’un camp vectorial, i a me´s, un me`tode per determinar els camps vectorials
que deixen N invariant. No obstant, no totes les aplicacions que deixen N invariant provenen del flux d’un camp
vectorial. Les varietats fibrades permeten generalitzar el concepte de graf d’una aplicacio´, aquest e´s el paper de
les seccions d’una submersio´. Una varietat fibrada e´s una terna (E, pi,M) tal que pi : E −→M e´s una submersio´
exhaustiva. La idea e´s que les coordenades a la varietat E es divideixen entre les que fan el paper de variables
independents, aquelles que so´n el pull-back per pi de les de M , i les que fan el paper de variables dependents,
aquelles que defineixen les fibres pi−1(p). Aixo` permet concebre els difeomorfismes de les varietats fibrades com
a transformacions tant de les variables independents com de les variables dependents. Una seccio´ de la varietat
fibrada e´s una aplicacio´ φ : M −→ E tal que pi ◦ φ = idM . Si f e´s un morfisme entre dues varietats fibrades pi
i pi′ que es projecta a un difeomorfisme f entre les varietats M i M ′ de la base, aleshores es defineix la seccio´
transformada de φ com una nova seccio´ a pi′ definida per f˜ [φ] = f ◦φ◦f−1. Quan pi = pi′ aquesta transformacio´
de seccions es pot interpretar com un canvi de variables independents i dependents. La importa`ncia d’aquest
concepte e´s que un s’imagina la seccio´ φ com una solucio´ d’una equacio´ diferencial, llavors ens podem preguntar
per aquells morfismes f que transformen φ en una altra solucio´. Aquestes qu¨estions so´n les que resoldrem al
cap´ıtol 3. Per a les aplicacions nosaltres estem interessats en les varietats fibrades que so´n localment el producte
de varietats, so´n els anomenats espais fibrats. Particularment seran u´tils els conceptes de fibrat vectorial, com
el fibrat tangent, el fibrat pull-back i el fibrat vertical d’una fibracio´.
Cap´ıtol 2
El cap´ıtol 2 esta` dedicat als fibrats de jets. Dues seccions d’un espai fibrat pi definexen el mateix jet en un
punt si prenen el mateix valor en aquest punt i les seves derivades parcials tambe´ coincideixen en aquest punt.
Aixo` defineix una relacio´ d’equivale`ncia en el conjunt de seccions que determina l’espai de jets. L’ordre de les
derivades determina diferents espais de jets, aix´ı tenim l’espai de jets d’ordre 1, d’ordre 2, etc. L’objectiu del
cap´ıtol e´s presentar els objectes que despre´s seran importants per estudiar les equacions diferencials. Ho fem
amb especial e`mfasi amb els fibrats de jets d’ordre 1, i despre´s presentem l’extensio´ natural d’aquests objectes a
fibrats d’ordre superior. El concepte me´s important d’aquest cap´ıtol e´s el de prolongacio´. La idea e´s estendre o
prolongar els objectes definits en varietats fibrades a fibrats de jets, aquesta prolongacio´ conserva l’objecte inicial
pero` inclou nous termes que el defineixen sobre un fibrat de jets. D’aquesta manera, definim la prolongacio´
d’una seccio´ φ com la seccio´ del fibrat de jets que a cada punt base li assigna el jet que li correspon a φ en
aquest punt. Despre´s podem definir la prolongacio´ d’un morfisme f entre varietats fibrades, la idea e´s que
transforma el jet definit per una seccio´ φ en el jet que correspon a la seccio´ transformada f˜ [φ]. Amb aquests
dos conceptes podem procedir a definir les prolongacions d’un camp vectorial sobre una varietat fibrada E.
E´s un concepte semblant al d’aixecament de camps vectorials al fibrat tangent, de fet l’aixecament d’un camp
vectorial e´s un cas particular de prolongacio´ en que` l’espai fibrat esta` relacionat amb l’espai tangent. No obstant,
la definicio´ de camp vectorial prolongat e´s me´s complicada i li hem dedicat una seccio´ apart. Al final d’aquesta
seccio´ estem en disposicio´ de calcular un camp vectorial prolongat en coordenades d’una manera senzilla, de
fet disposarem de dues maneres, utilitzant directament la fo´rmula en coordenades del camp prolongat, o be´
calculant el generador infinitesimal del grup uniparame`tric prolongat. Aquest darrer me`tode e´s consequ¨e`ncia
d’un teorema que provem i que e´s una generalitzacio´ del teorema 2.16 de [Sau] al cas en que` el camp vectorial
no e´s complet. El fet important e´s que els fluxos de les prolongacions de camps vectorials defineixen morfismes
al fibrat de jets, per tant, morfismes que transformen conjuntament les seccions i les seves derivades, i a me´s
les propietats que volem que compleixin aquests morfismes poden ser relacionades amb les propietats del camp
prolongat.
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Cap´ıtol 3
Al cap´ıtol 3 introdu¨ım la manera en que` tractarem les equacions diferencials. Per nosaltres una equacio´ diferen-
cial vindra` definida per una subvarietat de l’espai de jets, que anomenarem relacio´ diferencial. L’ordre d’aquest
espai de jets esta` determinat per l’ordre de l’equacio´ diferencial. Aquest e´s el moment d’aplicar tots els con-
ceptes que hem introdu¨ıt als dos primers cap´ıtols. Donat un espai fibrat (E, pi,M), una relacio´ diferencial e´s una
subvarietat tancada S del fibrat de jets Jkpi, l’equacio´ diferencial que defineix la denotarem per ∆S . L’objectiu
del cap´ıtol e´s descriure un me`tode per trobar les simetries d’una relacio´ diferencial. Una simetria de S e´s un au-
tomorfisme del fibrat pi que deixa invariant la subvarietat S. L’exposicio´ del cap´ıtol segueix la l´ınia del cap´ıtol 2
de [Olv], no obstant hem explicat els conceptes des d’un punt de vista geome`tric. Una part de la feina ja ha estat
desenvolupada als cap´ıtols anteriors: al cap´ıtol 1 s’ha explicat la invaria`ncia infinitesimal de subvarietats d’una
varietat diferencial en comptes de limitar-ho a invaria`ncia de subconjunts algebraics, i al cap´ıtol 2 es defineixen
de forma natural els fibrats de jets, les seccions d’un fibrat i les prolongacions de diversos objectes en comptes de
definir-los per mitja` de coordenades, i finalment al cap´ıtol 3 s’exposen els resultats sobre simetries amb les eines
dels cap´ıtols anteriors pero` sense perdre de vista l’explicacio´ de [Olv]. La definicio´ donada d’equacio´ diferencial
permet aplicar els resultats d’invaria`ncia infinitesimal del cap´ıtol 1, aix´ı podem tractar de trobar aquells camps
vectorials Xk a Jkpi que so´n prolongacio´ de camps vectorials X sobre E i que deixen invariant la subvarietat
S. Aquests camps vectorials s’anomenen simetries infinitesimals. Com hem vist al cap´ıtol 1 per comprovar
aixo` e´s suficient que el camp vectorial Xk sigui tangent a S en cada punt. Si la subvarietat S esta` definida
localment per F−1(0), on F : M −→ RN , llavors Xk sera` tangent a S si dF (Xk)|S = 0. Si volem determinar els
camps vectorials que compleixen aquesta equacio´ hem d’imposar que l’equacio´ es satisfaci amb les components
arbitra`ries de Xk, que han estat calculades al cap´ıtol 2. Aquestes components depenen de forma lineal de les
derivades parcials de les components del camp vectorial original X, aix´ı que l’equacio´ anterior e´s una equacio´ en
derivades parcials lineal sobre E amb inco`gnites les components de X. Les equacions resultants so´n en general
me´s fa`cils de resoldre que l’equacio´ definida per S. Pels resultats del cap´ıtol 1 la subvarietat S e´s invariant
pel flux d’una simetria infinitesimal. De forma resumida aquest e´s el me`tode per trobar simetries infinitesimals
que s’explica al cap´ıtol 3 i que s’exemplifica amb una equacio´ diferencial concreta. La utilitat de les simetries
infinitesimals e´s que els seus fluxos defineixen simetries de la relacio´ diferencial S. Aquesta afirmacio´ es basa en
un resultat essencial: una transformacio´ que deixi invariant una equacio´ diferencial e´s una simetria, dit d’una
altra manera, invaria`ncia de S implica invaria`ncia del conjunt de solucions. Habitualment hom esta` interessat
en les transformacions me´s generals possibles que deixen invariant el conjunt de solucions, aix´ı que ens podem
preguntar si les u´niques transformacions que deixen invariant el conjunt de solucions so´n les transformacions
que deixen invariant la subvarietat S. Aquesta qu¨estio´ e´s fonamental ja que llavors el me`tode desenvolupat
per trobar transformacions que deixen S invariant e´s a la vegada un me`tode per trobar totes les simetries de
l’equacio´ diferencial corresponent ∆S . Com veurem a la darrera seccio´ del cap´ıtol, la resposta e´s afirmativa en
el cas que l’equacio´ diferencial sigui localment soluble, e´s a dir, que cada punt de S estigui contingut en una
solucio´ de S. Al cap´ıtol 3 tambe´ exposem la relacio´ entre els grups de Lie i els grups de simetries d’una equacio´
diferencial. Provem que el conjunt de simetries infinitesimals forma una a`lgebra de Lie que do´na lloc a l’accio´
local d’un grup de Lie sobre l’espai E. Utilitzant els resultats sobre grups de Lie de l’ape`ndix A, aclarim la
relacio´ entre els camps vectorials fonamentals d’un grup de simetria i les simetries infinitesimals.
Cap´ıtol 4
Al cap´ıtol 4 ens centrem en les equacions diferencials definides per un k-camp vectorial sobre una varietat Q,
que de forma planera e´s una aplicacio´ definida per k camps vectorials a Q. El primer pas e´s descriure els fibrats
de jets que s’obtenen de fibrats trivials pi : Rk ×Q −→ Rk i ρ : Q×Rk −→ Q. Si k = 1 en el primer cas s’obte´
el fibrat que te´ per seccions les corbes sobre Q i que es pot utilitzar per descriure les corbes integrals d’un camp
vectorial sobre Q, i en el segon cas el fibrat que te´ per seccions les funcions sobre Q i que es pot utilitzar per
descriure les funcions invariants per un camp vectorial. Demostrem amb tot detall els difeomorfismes
J1pi ∼= Rk × (TQ⊕Q k· · · ⊕QTQ)
i
J1ρ ∼= (T ∗Q⊕Q k· · · ⊕QT ∗Q)×Rk
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que so´n generalitzacions de resultats similars de [Sau]. Aixo` ens permetra` tractar les equacions diferencials
definides per un k-camp vectorial en la manera que ho hem fet al cap´ıtol 3. Un k-camp vectorial X e´s una
seccio´ del fibrat τ : ⊕kTQ −→ Q, e´s a dir, que la imatge de X e´s la imatge de k camps vectorials (X1, . . . , Xk)
cadascun amb imatge en una co`pia de TQ. Les equacions diferencials que defineix so´n
∂ψi
∂tA
∣∣∣∣
t
= (XA)i(ψ(t)), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ A ≤ k (1)
on la inco`gnita ψ e´s una aplicacio´ de Rk a Q. La primera qu¨estio´ que tractem sobre k-camps vectorials e´s
la seva integrabilitat. Utilitzant el teorema de Frobenius demostrem que la condicio´ necessa`ria i suficient per
a l’existe`ncia de solucions de les equacions (1) e´s que els camps X1, . . . , Xk commutin. Les equacions (1) es
poden descriure per una subvarietat SX del fibrat de jets J1pi. En primer lloc demostrem l’equivale`ncia entre
les dues formulacions de les equacions, e´s a dir, la coincide`ncia en els conjunts de solucions i en les condicions
d’integrabilitat. Despre´s l’objectiu e´s relacionar les simetries d’aquesta subvarietat amb les transformacions
que deixen invariant el k-camp vectorial X, que anomenarem simetries de X. Aquestes transformacions so´n
difeomorfismes de la varietat Q que aixecades a l’espai ⊕kTQ actuen sobre X i el deixen fix. El resultat
principal e´s que les simetries de X es corresponen bijectivament amb les simetries de la subvarietat SX que
es projecten a la identitat de l’espai de les variables independents. Les simetries de X so´n u´tils perque` so´n
simetries del conjunt de seccions integrals de X. Llavors e´s interessant preguntar-se en quines condicions un
difeomorfisme que permuta les solucions de X e´s una simetria de X. La hipo`tesi addicional que cal considerar
e´s la integrabilitat de X. Una manera de trobar simetries de X e´s per mitja` de les simetries infinitesimals. Una
simetria infinitesimal d’un k-camp vectorial X e´s un camp vectorial a Q tal que els difeomorfismes del seu grup
local de transformacions so´n simetries de X. Es demostra que un camp vectorial e´s una simetria infinitesimal
de X si i nome´s si commuta amb els camps vectorials que formen X. Les simetries infinitesimals de X es
corresponen bijectivament amb les simetries infinitesimals de la varietat SX que es projecten a Q. Exposem un
exemple concret per mostrar les difere`ncies entre les simetries infinitesimals de X i les simetries infinitesimals
de SX.
Cap´ıtol 5
El cap´ıtol 5 esta` dedicat a estudiar les simetries dels sistemes hamiltonians k-simple`ctics. El formalisme k-
simple`ctic e´s la generalitzacio´ del formalisme simple`ctic cla`ssic de la meca`nica a les teories de camps de primer
ordre. L’exposicio´ esta` basada en [Rom] i es recolza en altres com [Awa] i [Rom2], encara que l’origen dels
objectes que conformen aquest formalisme es poden trobar a [Mun] i [Awa]. L’objectiu es relacionar les simetries
que sorgeixen del formalisme hamiltonia` k-simple`ctic i les simetries que hem estudiat als cap´ıtols anteriors.
L’espai on es defineix aquest formalisme e´s l’anomenat fibrat cotangent de k1-covelocitats (T 1k )
∗Q = T ∗Q⊕Q k· · ·
⊕QT ∗Q. Una funcio´ hamiltoniana H definida a (T 1k )∗Q i k 2-formes diferencials ωA defineixen les equacions
k∑
A=1
i(XA)ωA = dH (2)
que ha de complir un k-camp vectorial X = (X1, . . . , Xk) sobre (T 1k )
∗Q. Llavors les equacions que compleix
una seccio´ integral ψ : Rk −→ (T 1k )∗Q d’un d’aquests k-camps vectorials so´n
∂H
∂qi
∣∣∣∣
ψ(t)
= −
k∑
A=1
∂ψAi
∂tA
∣∣∣∣
t
, 1 ≤ i ≤ n (3)
∂H
∂pAi
∣∣∣∣
ψ(t)
=
∂ψi
∂tA
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ A ≤ n (4)
que s’anomenen equacions de Hamilton–de Donder–Weyl. Estem interessats en trobar les transformacions que
permuten les solucions d’aquestes equacions. Si una solucio´ ψ e´s una seccio´ integral d’un k-camp vectorial X
aleshores sabem pel cap´ıtol 4 que les simetries d’aquest k-camp transformen ψ en una altra seccio´ integral de
X, i per tant en una altra solucio´ de les equacions (3)–(4). No obstant, ens trobem amb la qu¨estio´ que potser
no totes les solucions de les equacions (3)–(4) so´n seccions integrals d’un k-camp vectorial satisfent (2). Podem
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anar un pas me´s enlla` i preguntar-nos per les transformacions que deixen invariant ωA i H. So´n les anomenades
simetries de Cartan o de Noether. Aix´ı, si una simetria d’un k-camp vectorial X e´s una transformacio´ que
preserva l’objecte que defineix les equacions diferencials, les simetries de Noether so´n les transformacions que
preserven les dades origina`ries del problema: ωA, i = 1, . . . , k, i H. El teorema principal que demostrem e´s
que tota simetria de Noether e´s una simetria de les equacions (3)–(4) i a me´s conserva el conjunt de k-camps
vectorials que satisfan (2).
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Cap´ıtol 1
Varietats diferenciables i espais fibrats
Aquest e´s un cap´ıtol d’introduccio´ per als cap´ıtols me´s espec´ıfics que veurem posteriorment. Un dels objectius
e´s fixar algunes de les notacions que utilitzarem en tot el treball. A la primera part exposarem aquells resultats
essencials en tot curs de geometria diferencial que farem servir en cap´ıtols posteriors. No es tracta d’un compendi
de resultats, nome´s enunciem i demostrem aquells resultats en que` es basaran proves posteriors. El resultat que
ens sera` me´s u´til sera` el criteri d’invaria`ncia infinitesimal, que expressa en quines condicions una subvarietat e´s
invariant pel flux d’un camp vectorial. A la segona part exposarem les varietats fibrades. Aquestes varietats
seran la manera en que` construirem al cap´ıtol segu¨ent els fibrats de jets, seguint aix´ı l’exposicio´ de [Sau].
1.1 Resultats ba`sics de geometria diferencial
En tot el treball suposarem que les varietats diferenciables so´n reals, paracompactes i connexes, i que les
aplicacions entre elles so´n diferenciables. En la repiticio´ d’´ındexs creuats utilitzarem el conveni d’Einstein.
En aquesta seccio´ exposarem alguns conceptes i resultats d’invaria`ncia de subvarietats i camps vectorials.
En primer lloc donem les notacions de conceptes que aniran sortint al llarg de tot el treball.
Sigui M una varietat diferenciable de dimensio´ m. El conjunt de camps vectorials sobre M es denota X(M).
L’espai tangent de M en un punt p es denotara` per TpM i el fibrat tangent de M per TM amb projeccio´ τM
sobre M .
Sigui X un camp vectorial a M . Denotem per FX : D −→M el flux de X (on D e´s un entorn de
{0} ×M ⊂ R ×M) i per F tX els difeomorfismes F tX(p) = FX(t, p) definits en oberts Mt = {p ∈M | (t, p) ∈ D}
de M . Per cada p ∈ M sigui Ip = {t ∈ R| (t, p) ∈ D} i Op = {F tX(p)|t ∈ Ip} l’o`rbita del punt p respecte X, e´s
a dir, la corba integral de X amb condicio´ inicial p.
El push-forward de X per un difeomorfisme F : M −→ N e´s el camp vectorial a N definit per
F∗(X) = TF ◦X ◦ F−1, i el pull-back d’un camp vectorial Y ∈ X(N) e´s el camp vectorial a M definit per
F ∗(Y ) = TF−1 ◦ Y ◦ F .
Definicio´ 1.1. Sigui X ∈ X(M) i N un subconjunt de M . Es diu que N e´s invariant per X si e´s invariant pel
seu flux, e´s a dir, si F tX(p) ∈ N per t ∈ Ip i p ∈ N . Es diu que N e´s localment invariant per X si e´s localment
invariant pel seu flux, e´s a dir, si per cada p ∈ N existeix un ve¨ınat Ip de 0 tal que, per a tot t ∈ Ip, F tX(p) ∈ N .
Proposcio´ 1.2. Un subconjunt N e´s invariant per X si i nome´s si N =
⋃
p∈N Op.
Demostracio´. La inclusio´ N ⊂ ⋃p∈N Op e´s o`bvia ja que p ∈ Op. La inclusio´ contra`ria es dedueix directament
de la hipo`tesi i la definicio´ d’o`rbita. Rec´ıprocament, si q ∈ N , F tX(q) ∈ Oq ⊂ N si t ∈ Iq, aix´ı que N e´s invariant
per X.
Lema 1.3. Sigui N ⊂ M una subvarietat tancada. Si un camp vectorial X en M e´s tangent a N en tot punt
de N , llavors les corbes integrals de X amb condicio´ inicial en N estan ı´ntegrament continguda a N .
Demostracio´. Podem definir el camp X˜ ∈ X(N) tal que X˜ = X|N . Es pot veure que realment X˜ e´s diferenciable
utilitzant coordenades adaptades. Aquest camp defineix un flux FX˜ , de manera que per tot p ∈ N les corbes
t 7→ FX˜(t, p) i t 7→ FX(t, p) so´n corbes integrals de X per p, a N i M respectivament. L’interval de definicio´ de la
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primera, I˜p, e´s un subconjunt obert del de la segona, Ip. Per unicitat de solucio´, ambdues solucions coincideixen
a I˜p. Ara suposem que N e´s una subvarietat tancada i vegem que Ip = I˜p. Considerem l’antiimatge de N per
la corba integral γ˜p(t) = FX˜(t, p), γ˜
−1
p (N), que e´s tancat per ser-ho N i igual a I˜p. Per tant si I˜p e´s obert i
tancat de Ip (que e´s connex), Ip = I˜p. Aleshores, si p ∈ N i t ∈ Ip, F tX(p) = F tX˜(p), i com que el segon pren
valors a N , per t ∈ Ip F tX(p) ∈ N , e´s a dir, Op ⊂ N , com vol´ıem demostrar.
Notem que sense la hipo`tesi de que N sigui tancat nome´s es pot demostrar que N e´s localment invariant
per X.
Proposcio´ 1.4. Sigui M una varietat de dimensio´ m, N una subvarietat regular tancada de dimensio´ n i X
un camp vectorial de M . So´n equivalents:
1. N e´s invariant per X.
2. Xp ∈ TpN per tot p ∈ N .
3. Per cada p ∈ N sigui Up un entorn de p a M i fp = (f1, . . . , fm−n) : Up −→ Rm−n una submersio´ local
tal que Up ∩N = f−1p (0, . . . , 0). Aleshores, LXf ip = 0 per tot p ∈ N, i = 1, . . . ,m− n,.
Demostracio´. Comencem provant que l’equivale`ncia entre 1 i 2. Si N e´s invariant, per la proposicio´ 1.2, t 7→
FX(t, p) e´s una corba a N per tot p de N , per tant Xp = [t 7→ FX(t, p)] ∈ TpN . Rec´ıprocament, pel lema
anterior (2) implica
⋃
p∈N Op ⊂ N i per la proposicio´ 1.2 N e´s invariant per X. Els apartats 2 i 3 so´n equivalents
ja que sabem que TpN = kerTpfp i Tqf ip(Xq) = LXqf ip.
Proposcio´ 1.5. Si X,Y ∈ X(M) so´n camps vectorials tals que Xp, Yp ∈ TpN per tot p ∈ N aleshores el
pare`ntesi de Lie compleix [X,Y ]p ∈ TpN .
Demostracio´. El camp vectorial [X,Y ] satisfa` la condicio´ 3 de la proposicio´ anterior ja que la derivacio´ associada
e´s LX ◦ LY − LY ◦ LX .
Definicio´ 1.6. Un camp vectorial X ∈ X(M) e´s invariant per un difeomorfisme H : W ⊂M −→M si
H∗(X) = X.
Proposcio´ 1.7. Un camp vectorial X e´s invariant pel flux d’un altre camp Y si i nome´s si LY (X) = 0.
Demostracio´. Per simplificar la notacio´ denotem F tY per ψt. El pull-back de X per ψt e´s el camp vectorial tal
que ψ∗t (X)(p) = (Tψt(p)ψt)
−1 ◦X(ψt(p)). Per definicio´
LYX(p) ≡ ddt
∣∣∣∣
t=0
ψ∗t (X)(p) ≡ limt→0
1
t
(ψ∗t (X)(p)−X(p)) (1.1)
Si suposem que X = (ψt)∗(X) aleshores X = ψ∗t (X). Llavors a l’equacio´ (1.1) la part dreta e´s nul·la i aixo` do´na
LYX = 0.
Rec´ıprocament, suposem que LYX = 0. Sigui el camp vectorial Xt = ψ∗t (X) que a la vegada es pot veure
com una corba a TQ parametritzada per t. Vegem que Xt e´s independent de t.
d
dt
∣∣∣∣
t=t0
Xt =
d
ds
∣∣∣∣
s=0
ψ∗s+t0(X) =
d
ds
∣∣∣∣
s=0
ψ∗t0(ψ
∗
s (X)) =
= ψ∗t0
(
d
ds
∣∣∣∣
s=0
ψ∗s (X)
)
= ψ∗t0(LYX) =
= 0
Per tant Xt e´s constant i igual al valor que pren a t = 0, e´s a dir, X = X0 = Xt = ψ∗t (X) i X e´s invariant
per ψt.
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1.2 Varietats fibrades
Estem interessats en estudiar les solucions d’una certa equacio´ en derivades parcials. Aquesta solucio´ vindra`
donada per una certa aplicacio´ φ entre varietats diferenciables. De fet estarem me´s interessats en estudiar el graf
de φ ja que voldrem fer transformacions que actuin sobre el domini i el codomini de φ. Les varietats fibrades
permeten tractar certes aplicacions com a grafs.
Definicio´ 1.8. Una varietat fibrada e´s una terna (E, pi,M) on E i M so´n varietats i pi : E −→M e´s una
submersio´ exhaustiva. E s’anomena espai total, pi la projeccio´ i M l’espai base. Per cada punt p ∈ M el
conjunt pi−1(p) de E s’anomena la fibra sobre p i el denotarem Ep. La varietat fibrada la identificarem amb la
projeccio´ pi.
La idea darrera la definicio´ e´s que l’espai E inclou el graf de la funcio´ que volem estudiar. A me´s es prou
flexible com per incloure casos en que l’espai total no es redueix a un producte del domini i el codomini: M ×F .
Per exemple, podem definir una varietat fibrada amb espai total la banda de Mo¨bius M = [0, 1]× (0, 1)/ ∼ on
(0, y) ∼ (1, 1− y), la projeccio´ [0, 1]× (0, 1)/ ∼−→ [0, 1]× { 12} / ∼∼= S1, i espai base S1. No obstant M no e´s
homeomorf a S1 × (0, 1) ja que M no e´s orientable.
La propietat important d’una varietat fibrada e´s que localment e´s com un producte de varietats. Utilitzant
el teorema de la funcio´ impl´ıcita es pot veure que per cada a ∈ E existeix un entorn Ua ⊂ E, una varitat Va i
un difeomorfisme ta : Ua −→ pi(Ua)× Va que satisfa` la condicio´ que pr1(ta(b)) = pi(b) per tot b ∈ Ua. Aquesta
condicio´ implica que les fibres de pi|Ua (que estan contingudes en les fibres de pi) es corresponen amb les fibres
de pr1 : pi(Ua)× Va −→ pi(Ua).
Aixo` ens condueix a poder considerar coordenades a E adaptades a l’estructura local de producte.
Definicio´ 1.9. Sigui (E, pi,M) una varietat fibrada tal que dimM = m, dimE = m+ n i (y, U) una carta de
E. Les coordenades y s’anomenen coordenades adaptades si per tot a, b ∈ U amb pi(a) = pi(b) = p es compleix
pr1(y(a)) = pr1(y(b)) (on pr1 : Rm+n −→ Rm). E´s a dir, punts sobre la mateixa fibra Ep tenen les m primeres
coordenades iguals.
Donat a ∈ E podem construir coordenades adaptades entorn de a amb l’estructura local de producte de la
segu¨ent manera. Sigui x : W −→ Rm una carta entorn pi(a) = pr1(ta(a)) ∈M (on W ⊂ pi(Ua)) i u : V −→ Rn
una carta entorn de pr2(ta(a)) ∈ V ⊂ Va. Definim les coordenades adaptades y : t−1a (W × V ) −→ Rm+n
per y = (x ◦ pr1 ◦ ta, u ◦ pr2 ◦ ta).
Les coordenades adaptades a E es denotaran (xi, uα), 1 6 i 6 m, 1 6 α 6 n on xi so´n coordenades a M
(identificarem xi amb el pullback pi∗(xi)).
Per a les aplicacions que ens interessen necessitem un concepte me´s restricitu que el de varietat fibrada.
Definicio´ 1.10. Sigui (E, pi,M) una varietat fibrada i p ∈ M , una trivialitzacio´ local de pi entorn de p e´s una
terna (Wp, Fp, tp) on Wp e´s un entorn de p, Fp e´s una varietat i tp : pi−1(Wp) −→Wp × Fp e´s un difeomorfisme
tal que pr1 ◦ tp = pi|pi−1(Wp). Si una varietat fibrada te´ una trivialitzacio´ local entorn de cada punt de M es
diu que e´s localment trivial i es coneix com fibracio´ o espai fibrat. Si existeix una trivialitzacio´ amb Wp = M ,
tp = t, Fp = F , es diu que la varietat fibrada e´s trivial i llavors E ∼= M × F .
No tota varietat fibrada e´s trivial, la banda de Mo¨bius n’e´s un exemple. A difere`ncia d’una varietat fibrada,
en un fibrat la totalitat de la fibra pi−1(p) e´s difeomorfa a la fibra Fp de pr1. Encara me´s, el lema segu¨ent
assegura que totes les fibres so´n difeomorfes a una certa varietat F que s’anomena fibra t´ıpica.
Lema 1.11. Si (E, pi,M) e´s un fibrat amb M una varietat connexa, llavors existeix una varietat F tal que per
cada trivialitzacio´ local (Wp, Fp, tp) de pi, les varietats Fp i F so´n difeomorfes.
Demostracio´. Si (Wp, Fp, tp) i (W ′p, F
′
p, t
′
p) so´n dues trivialitzacions locals entorn del punt p llavors les
varietats Fp i F ′p so´n difeomorfes. Per tant, triem un punt p ∈ M i una trivialitzacio´ local (Wp, Fp, tp) i
posem F = Fp. Sigui W el conjunt de punts q ∈ M tal que existeix una trivialitzacio´ local (Wq, F, tq) entorn
de q. Llavors W e´s no buit i e´s obert ja que cada Wq e´s obert. D’altra banda, M −W e´s obert ja que e´s la
unio´ dels oberts Wr de les trivialitzacions locals (Wr, Fr, tr) tals que les varietats Fr no so´n difeomorfes a F .
Per tant, M −W ha de ser buit, ja que M e´s connex.
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Els exemples me´s coneguts de fibrats so´n els fibrats tangents (TM, τM ,M), la seva fibra t´ıpica e´s Rm. Si
considerem el cas M = S2 obtenim un exemple de fibrat que no e´s trivial.
Una altra propietat dels fibrats e´s que l’estructura diferencial a E queda determinada completament per les
estructures a M i F . La proposicio´ segu¨ent, que no demostrem, mostra com construir una estructura a E a
partir de les de M i F .
Proposcio´ 1.12. Siguin M i F varietats, E un conjunt, i pi : E −→M una aplicacio´ tal que per tot p ∈ M ,
pi−1(p) te´ estructura de varietat n-dimensional. Suposem que per cada p ∈ M existeix un entorn de Wp de p i
una bijeccio´ tp : pi−1(Wp) −→Wp × F tal que
1. pr1 ◦ tp = pi|pi−1(Wp),
2. per cada q ∈Wp, pr2 ◦ tp |pi−1(q): pi−1(q) −→ F e´s un difeomorfisme.
Llavors E te´ una estructura u´nica de varietat tal que pi e´s un fibrat i les aplicacions tp so´n trivialitzacions locals.
Donada un varietat fibrada (E, pi,M) volem definir el concepte de graf d’una funcio´ de manera que M faci
el paper de domini.
Definicio´ 1.13. Una seccio´ de pi e´s una aplicacio´ φ : M −→ E diferenciable tal que pi ◦ φ = idM . El conjunt
de seccions de pi es denota Γ(pi).
Vegem quina e´s l’expressio´ en coordenades φ̂ d’una seccio´ φ ∈ Γ(pi). Sigui (xi, uα) un sistema de coordenades
entorn de a ∈ E, llavors xi(φ(pi(a))) = xi ◦pi(φ(pi(a))) = xi(pi(a)) = xi(a) so´n les m primeres coordenades i les n
darreres es denoten φα = uα ◦ φ. Per tant, φ̂(xi) = (xi, φα(xi)). En consequ¨e`ncia, la seccio´ φ es pot interpretar
localment com el graf d’una aplicacio´ φα. Una seccio´ del fibrat tangent (TM, τM ,M) s’anomena camp vectorial
i el conjunt de camps vectorials diferenciables es denota X(M).
Definicio´ 1.14. Una seccio´ local de pi e´s una aplicacio´ φ : W −→ E, on W e´s una subvarietat oberta de M ,
satisfent pi◦φ = idW . El conjunt de seccions locals de pi amb domini W es denota ΓW (pi). El conjunt de seccions
locals amb domini contenint p ∈M es denota Γp(pi).
Si considerem aplicacions entre dos espais fibrats llavors ens sera` u´til exigir que preservin aquesta estructura.
Definicio´ 1.15. Si (E, pi,M) i (H, ρ,N) so´n espais fibrats, un morfisme de fibrats de pi a ρ (o simplement
morfisme) e´s una parella (f, f) on f : E −→ H, f : M −→ N i ρ ◦ f = f ◦ pi. L’aplicacio´ f s’anomena projeccio´
de f . Si no hi ha cap tipus de confussio´ identificarem el morfisme amb f .
E H
M N
-f
?
pi
?
ρ
-
f
#
Es pot comprovar que un morfisme de fibrats es caracteritzar com una aplicacio´ que envia fibres a fibres. Es
pot expressar en coordenades locals (fa, fA) on fa = ya ◦ f i fA = vA ◦ f amb (ya, vA) coordenades de H. Per
exemple si f : M −→ N e´s una aplicacio´ entre varietats, la seva aplicacio´ tangent Tf e´s un morfisme de fibrats
entre τM i τN , i la seva expressio´ en coordenades e´s (fa, x˙i∂fa/∂xi). Si (f, f) e´s un morfisme de pi a ρ, i (g, g)
e´s un morfisme de ρ a σ, llavors g ◦ f defineix el morfisme (g ◦ f, g ◦ f) de pi a σ. Es compleix g ◦ f = g ◦ f .
Definicio´ 1.16. Sigui (f, f) : pi −→ ρ un morfisme de fibrats. Es diu que (f, f) e´s un isomorfisme de fibrats si
existeix un morfisme de fibrats (g, g) : ρ −→ pi tal que g ◦ f = idE , f ◦ g = idH . E´s equivalent a que f i f siguin
difeomorfismes.
Definicio´ 1.17. Sigui W ⊂ M una subvarietat oberta, i les aplicacions f : pi−1(W ) −→ H, f : W −→ N . La
parella (f, f) e´s un morfisme local de fibrats de pi a ρ si ρ ◦ f = f ◦ pi|pi−1(W ). Un morfisme de fibrats local pel
qual existeix un morfisme local invers (a ambdues bandes) e´s un isomorfisme local de fibrats.
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Cal anar amb compte de no confondre un isomorfisme local amb un difeomorfisme local, que e´s una aplicacio´
definida en tot l’espai E i que localment e´s un difeomorfisme. En cas de conflicte entre els dos conceptes farem
les precisions necessa`ries.
Els morfismes de fibracions es poden utilitzar per traslladar seccions entre fibrats
Definicio´ 1.18. Si (f, f) e´s un morfisme local de fibracions de pi a ρ on f e´s un difeomorfisme a un obert W ⊂M ,
i si φ ∈ ΓV (pi) amb V ⊂W obert, llavors es defineix la seccio´ transformada de φ per f com la seccio´ a Γf(V )(ρ)
definida per
f˜ [φ] = f ◦ φ ◦ f−1 |f(V )
Es comprova que en efecte e´s una seccio´ local:
ρ ◦ f˜ [φ] = ρ ◦ f ◦ φ ◦ f−1 = f ◦ pi ◦ φ ◦ f−1 = id |f(V )
E
pi

f
// H
ρ

M
f
//
φ
JJ
N
f˜ [φ]=f◦φ◦f−1
TT
Es poden utilitzar procediments habituals per construir nous espais fibrats. Per exemple, si (E, pi,M) i
(H, ρ,N) so´n espais fibrats es defineix l’espai fibrat producte com (E×H,pi× ρ,M ×N), que te´ per fibra t´ıpica
el producte de les fibres t´ıpiques de pi i ρ. En el cas que els espais base M i N siguin iguals es pot definir el
producte fibrat com (E×MH,pi×M ρ,M) on
E×MH = {(a, b) ∈ E×H : pi(a) = ρ(b)}
i (pi×M ρ)(a, b) = pi(a) = ρ(b). El fibrat me´s important e´s el pull-back.
Definicio´ 1.19. Sigui (E, pi,M) un fibrat i ρ : H −→M una aplicacio´. El pull-back de pi per ρ e´s el fibrat
(ρ∗(E), ρ∗(pi), H), on l’espai total e´s
ρ∗(E) = H×ME
i la projeccio´ ρ∗(pi)(a, b) = a.
H×ME E
H M
-pi
∗(ρ)
?
ρ∗(pi)
?
pi
-
ρ
La idea d’aquest fibrat e´s que traslladem les fibres Ep sobre H.
Exemple 1.20. Podem considerar el pull-back per pi de τM : (pi∗(TM), pi∗(τM ), E) que s’anomena fibrat
transversal a pi.
E×M TM TM
E M
-τ
∗
M (pi)
?
pi∗(τM )
?
τM



3X̂
-
pi
Un sistema de coordenades e´s (xi, uα, x˙i) on (xi, x˙i) ho so´n de TM . Una seccio´ X de pi∗(τM ) s’anomena
camp vectorial al llarg de pi. Es pot identificar amb l’aplicacio´ X̂ : E −→ TM definida per X̂ = τ∗M (pi) ◦X on
τ∗M (pi) : E ×M TM −→ TM , τ∗M (pi)(a, u) = u. El conjunt de camps vectorials al llarg de pi es denotara` X(pi). 
Definicio´ 1.21. Si (E, pi,M) e´s un fibrat i E′ ⊂ E e´s una subvarietat tal que (E′, pi|E′ , pi(E′)) e´s un fibrat,
llavors pi|E′ s’anomena subfibrat de pi.
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Notem que en general no tota subvarietat E′ do´na lloc a un fibrat pi|E′ . Per exemple al fibrat trivial
(R2 ×R,pr1,R2), on pr1(x, y, z) = (x, y), E′ = S2 e´s una subvarietat de E = R3 pero` (E′, pr1|E′ ,pr1(E′)) no
e´s un fibrat ja que les fibres dels punts (x, y) tals que x2 + y2 < 1 so´n disconnexes mentre que les fibres dels
punts (x, y) tals que x2 + y2 = 1 es redueixen a un punt. El mateix succeeix si considerem per exemple com a
varietat E′ tot R3 menys els punts tals que x2 + y2 + z2 ≤ 1.
Els fibrats poden tenir estructura addicional d’espais vectorials o espais afins, i llavors els morfismes de
fibrats es poden adaptar a aquests casos. Aix´ı podem donar les definicions que segueixen.
Definicio´ 1.22. Un fibrat vectorial e´s un fibrat en que` cada fibra Ep e´s un espai vectorial real i la trivialitzacio´
local (Wp,Rn, tp) restringida a les fibres tp |Eq : Eq −→ {q} ×Rn e´s un isomorfisme lineal.
El fibrat tangent (TM, τM ,M) e´s un fibrat vectorial real de fibra t´ıpica Rn.
Definicio´ 1.23. Un morfisme de fibrats vectorials de pi a ρ e´s un morfisme (f, f) tal que per cada p ∈ M ,
f|Ep : Ep −→ Hf(p) e´s una aplicacio´ lineal.
Definicio´ 1.24. Si (f, f) : pi −→ ρ e´s un morfisme vectorial el nucli de f es defineix com
ker f = {a ∈ E : f(a) = 0 ∈ Hf(pi(a))}
Es pot demostrar que si f te´ rang constant llavors (ker f, pi|ker f ,M) i (Im f, ρ|Im f , N) so´n subfibrats vectorials
de pi i ρ respectivament.
Exemple 1.25. Sigui (E, pi,M) un fibrat. Podem considerar el morfisme
TE TM
E M
-Tpi
?
τE
?
τM
-
pi
El fibrat vertical a pi e´s el subfibrat vectorial (V pi, τE |V pi, E) del fibrat tangent τE on l’espai total esta` definit
com kerTpi, e´s a dir, V pi = {ξ ∈ TE : Tpi(ξ) = 0 ∈ TτM (Tpi(ξ))M}. Com que pi no depe`n de les coordenades uα
i xi(pi(ap)) = xi(p) tenim
Tpi
(
∂
∂xi
)
=
∂
∂xi
i Tpi
(
∂
∂uα
)
= 0
Per tant els elements de V pi so´n de la forma ξα ∂∂uα
∣∣
a
amb a ∈ E. La fibra sobre a ∈ E de τ|V pi es denota Vapi.
Una seccio´ del fibrat τV pi s’anomena camp vectorial vertical a E, l’espai de tots els camps vectorials verticals
es denota V(pi). D’altra banda podem considerar el fibrat (V pi, νpi,M) amb νpi = pi ◦ τE , que no e´s un fibrat
vectorial. 
A partir dels fibrats vectorials s’en poden construir de nous estenent fibra a fibra les operacions entre espais
vectorials. Aix´ı, al fibrat vectorial dual de pi, (E∗, pi∗,M), cada fibra e´s dual de les fibres de Ep. Altres exemples
so´n: E ⊕ F , E ⊗ F , ∧rE i SrE.
Definicio´ 1.26. Sigui (E, pi,M) un fibrat vectorial. Un fibrat af´ı modelat sobre pi e´s un fibrat (A, ρ,M) tal que
cada fibra Aρ e´s un espai af´ı sobre Ep i cada triviaitzacio´ local (Wp,Rn, tp) restringida a les fibres Ap e´s un
isomorfisme af´ı.
Exemple 1.27. Siguin (E, pi,M) i (H, ρ,N) fibrats vectorials, (f, f) : pi −→ ρ un morfisme de fibrats vectorials
de rang constant, i ψ ∈ Γ(ρ) una seccio´ qualsevol. Aleshores
(f−1(Im(ψ)), pi|f−1(Im(ψ)) ,M, α)
e´s un fibrat af´ı modelat sobre pi|ker f , on l’accio´ α e´s simplement l’addicio´ sobre les fibres de pi. La descripcio´
com a conjunt
f−1(Im(ψ)) = {y ∈ E| f(y) = ψ(pi(f(y)))}
mostra el cara`cter af´ı respecte de ker f d’aquest fibrat. 
Cap´ıtol 2
Fibrats de jets
Aquest cap´ıtol e´s una introduccio´ als fibrats de jets, els quals seran la base per l’estudi d’equacions en derivades
parcials en els cap´ıtols segu¨ents. Per simpliciat, ens centrarem primer en els jets de primer ordre, i n’estudiarem
les diverses estructures fibrades. Pararem especial atencio´ a la prolongacio´ de camps vectorials als fibrats de
jets. Acabarem el cap´ıtol estudiant els jets d’ordre superior.
2.1 Jets de primer ordre
En primer lloc es descriuen els fibrats de jets de primer ordre, que so´n la base per entendre els d’ordre superior.
Nosaltres volem definir l’espai de jets d’un fibrat per a que faci respecte les equacions en derivades parcials el
mateix paper que fa l’espai tangent a una varietat diferencial respecte les equacions diferencials ordina`ries. En
el darrer cas una corba solucio´ esta` determinada per un vector tangent a cada punt, per tant volem un concepte
ana`leg al de vector tangent.
Definicio´ 2.1. Sigui (E, pi,M) un fibrat i sigui p ∈M . Diem que les seccions locals entorn p φ, ψ ∈ Γp(pi) so´n
1-equivalents a p si φ(p) = ψ(p) i si per algun sistema de coordenades adaptades (xi, uα) entorn de φ(p),
∂φα
∂xi
∣∣∣∣
p
=
∂ψα
∂xi
∣∣∣∣
p
per 1 ≤ i ≤ m i 1 ≤ α ≤ n. Aixo` defineix una relacio´ d’equivale`ncia i la classe de φ s’anomena 1-jet de φ a p i
es denota j1pφ.
En primer lloc notem que aquesta definicio´ no depe`n de les coordenades.
Lema 2.2. Sigui (E, pi,M) un fibrat, i p ∈M . Suposem que φ, ψ ∈ Γp(pi) satisfan φ(p) = ψ(p). Siguin (xi, uα)
i (yj , vβ) dos sistemes de coordenades adaptades entorn de φ(p) pels quals es compleix
∂(uα ◦ φ)
∂xi
∣∣∣∣
p
=
∂(uα ◦ ψ)
∂xi
∣∣∣∣
p
per 1 ≤ i ≤ m i 1 ≤ α ≤ n. Aleshores
∂(vβ ◦ φ)
∂yj
∣∣∣∣
p
=
∂(vβ ◦ ψ)
∂yj
∣∣∣∣
p
per 1 ≤ j ≤ m i 1 ≤ β ≤ n.
Demostracio´. Utilitzant la regla de la cadena i xi ◦ φ = xi,
∂(vβ ◦ φ)
∂yj
∣∣∣∣
p
=
∂(vβ ◦ φ)
∂xi
∣∣∣∣
p
∂xi
∂yj
∣∣∣∣
p
=
(
∂vβ
∂xi
∣∣∣∣
φ(p)
+
∂vβ
∂uα
∣∣∣∣
φ(p)
∂(uα ◦ φ)
∂xi
∣∣∣∣
p
)
∂xi
∂yj
∣∣∣∣
p
Substitu¨ınt en aquesta relacio´ les igualtats de la hipo`tesi s’obte´ el resultat.
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Definicio´ 2.3. El primer espai de jets de pi es denota J1pi i e´s el conjunt
{j1pφ : p ∈M,φ ∈ Γp(pi)}
Es defineixen les projeccions segu¨ents:
pi1 : J1pi → M
j1pφ 7→ p
i
pi1,0 : J1pi → E
j1pφ 7→ φ(p)
Definicio´ 2.4. Sigui (E, pi,M) un fibrat, i (U, u) coordenades adaptades de E on u = (xi, uα). El sistema de
coordenades indu¨ıt (U1, u1) a J1pi es defineix per
U1 = {j1pφ : φ(p) ∈ U}
u1 = (xi, uα, uαi )
on xi(j1pφ) = x
i(p), uα(j1pφ) = u
α(φ(p)) i les mn funcions uαi : U
1 −→ R definides per
uαi (j
1
pφ) =
∂φα
∂xi
∣∣∣∣
p
que anomenem coordenades derivades.
Es pot comprovar que el conjunt de coordenades indu¨ıdes (U1, u1) do´na a J1pi estructura de varietat difer-
enciable de dimensio´ m + n + mn. Sigui pi un espai fibrat, ens proposem ara veure si les aplicacions pi1 i pi1,0
indueixen a J1pi estructura de fibrat.
Lema 2.5. L’aplicacio´ pi1,0 : J1pi −→ E e´s una submersio´ suprajectiva.
Demostracio´. L’aplicacio´ pi1,0 e´s suprajectiva ja que per cada a ∈ E existeix sempre una seccio´ local φ tal
que φ(pi(a)) = a, i llavors pi1,0(j1pi(a)φ) = a. A me´s e´s diferenciable per cada j
1
pφ ∈ J1pi ja que utilitzant
coordenades (U, u) entorn de pi1,0(j1pφ) = φ(p) i (U
1, u) entorn de j1pφ, l’aplicacio´ u◦pi1,0◦(u1)−1 e´s la projeccio´ de
u1(U1) ⊂ Rm+n ×Rmn a u(U) ⊂ Rm+n. Per la mateixa rao´ e´s una submersio´.
Corol·lari 2.6. L’aplicacio´ pi1 : J1pi −→M e´s una submersio´ suprajectiva.
Amb aquestes afirmacions tenim que (J1pi, pi1,0, E) i (J1pi, pi1,M) so´n varietats fibrades. A me´s es poden
establir els segu¨ents resultats. En primer lloc, si (E, pi,M) e´s un espai fibrat aleshores (J1pi, pi1,M) tambe´. En
segon lloc tenim el segu¨ent
Teorema 2.7. L’espai (J1pi, pi1,0, E) te´ estructura de fibrat af´ı sobre el fibrat vectorial (producte)
(pi∗(T ∗M)⊗ V pi, (τ∗E |pi∗(T∗M))⊗ (τE |V pi), E) de manera que per cada carta (U, u) a E l’aplicacio´
tu : pi−11,0 → U ×Rmn
j1pφ 7→ (φ(p), uαi (j1pφ))
e´s una trivialitzacio´ local af´ı.
Demostracio´. En primer lloc definim l’estructura d’espai af´ı a cada fibra de pi1,0, e´s a dir, l’accio´ d’un element
ξ = ξαi
(
dxi ⊗ ∂∂uα
)
a
∈ (pi∗(T ∗M)⊗ V pi)a sobre j1pi(a)φ, que denotem per j1pi(a)φ+ ξ. Les seves coordenades so´n
uαi (j
1
pi(a)φ+ ξ) = u
α
i (j
1
pi(a)φ) + ξ
α
i
Hem de comprovar que la definicio´ no depe`n de coordenades. Sigui (yj , vβ) un altre sistema de coordenades
entorn de a. De la prova del lema 2.2
vβj (j
1
pi(a)φ) =
(
∂vβ
∂xi
∣∣∣∣
a
+
∂vβ
∂uα
∣∣∣∣
a
uαi (j
1
pi(a)φ)
)
∂xi
∂yj
∣∣∣∣
pi(a)
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D’altra banda el canvi de coordenades tensorial do´na
ξαi
(
dxi ⊗ ∂
∂uα
)
a
= ξαi
∂vβ
∂uα
∣∣∣∣
a
∂xi
∂yj
∣∣∣∣
a
(
dyj ⊗ ∂
∂vβ
)
a
= ξβj
(
dyj ⊗ ∂
∂vβ
)
a
Per tant,
vβj (j
1
pi(a)φ+ ξ) =
(
∂vβ
∂xi
∣∣∣∣
a
+
∂vβ
∂uα
∣∣∣∣
a
(uαi (j
1
pi(a)φ) + ξ
α
i )
)
∂xi
∂yj
∣∣∣∣
pi(a)
=
= vβj (j
1
pi(a)φ) + ξ
α
i
∂vβ
∂uα
∣∣∣∣
a
∂xi
∂yj
∣∣∣∣
pi(a)
= vβj (j
1
pi(a)φ) + ξ
β
j
com vol´ıem demostrar. Finalment, tu e´s un difeomorfisme ja que e´s la composicio´ (u−1 × idRmn) ◦ u1 i com-
pleix pr1 ◦ tu = pi1,0 |1U . Si la restringim a les fibres i projectem sobre les mn coordenades lliures obtenim
pr2 ◦ tu |pi−11,0(a)= (u
α
i ) |pi−11,0(a) que com s’ha vist abans e´s un morfisme af´ı.
Existeix una manera natural de definir seccions del fibrat pi1.
Definicio´ 2.8. Sigui (E, pi,M) un fibrat, W ⊂ M un obert de M i φ ∈ ΓW (pi). La primera prolongacio´ de φ
e´s la seccio´ j1φ ∈ ΓW (pi1) definida per j1φ(p) = j1pφ amb p ∈W .
Les seccions ψ ∈ Γ(pi1) que so´n prolongacio´ d’alguna seccio´ φ es poden caracteritzar pel fet que
ψ = j1(pi1,0 ◦ ψ). Calculem les coordenades de j1φ: uα(j1φ(p)) = uα(j1pφ) = uα(φ(p)) = φα, i uαi (j1φ(p)) =
uα(j1pφ) =
∂φα
∂xi
∣∣∣
p
. Per tant j1φ te´ coordenades (φα, ∂φ
α
∂xi ). En general una seccio´ ψ ∈ ΓW (pi1) te´ coordenades
(ψα, ψαi ) on les funcions ψ
α
i no necessa`riament estan relacionades amb les ψ
α.
Tambe´ podem pensar en definir morfismes entre els primers espais de jets utilitzant els morfismes de fibrats.
Definicio´ 2.9. Sigui (E, pi,M) i (H, ρ,N) fibrats i (f, f) un morfisme de fibrats on f e´s un difeomorfisme. La
primera prolongacio´ de (f, f) e´s l’aplicacio´ j1(f, f) : J1pi −→ J1ρ
j1(f, f)(j1pφ) = j
1
f(p)
(f˜ [φ])
En general s’utilitzara` j1f per denotar j1(f, f). La notacio´ e´s consistent amb la definicio´ de primera
prolongacio´ d’una seccio´ j1φ, ja que la seccio´ φ ∈ Γ(pi) e´s un morfisme entre el fibrat idM i el fibrat pi.
Les aplicacions (j1f, f) : pi1,0 −→ ρ1,0 i (j1f, f) : pi1 −→ ρ1 so´n morfismes de fibrats. Si f : pi −→ ρ i
g : ρ −→ σ so´n morfismes de fibrats que es projecten en difeomorfismes, llavors j1(g ◦ f) = j1g ◦ j1f i
j1(idE) = idJ1pi. A me´s, j˜1f [j1φ] = j1(f˜ [φ]):
j˜1f [j1φ](q) = j1f(j1φ(f
−1
(q)))
= j1f(j1
f
−1
(q)
φ)
= j1q (f˜ [φ])
E´s a dir, j1f(j1pφ) es pot calcular com la prolongacio´ de la seccio´ transformada de φ per f , o be´ com la seccio´
transformada de j1φ per j1f .
J1pi J
1ρ
E H
M N
-j
1f
?
pi1,0
?
ρ1,0
-f
?
pi
?
ρ
-f
Siguin (yj , vβ , vβj ) coordenades a J
1ρ, llavors les coordenades de j1f so´n:
yj ◦ j1f = yj ◦ ρ1 ◦ j1f = yj ◦ f = f j
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vβ ◦ j1f = vβ ◦ ρ1,0 ◦ j1f = vβ ◦ f = fβ
i
vβj (j
1f(j1pφ)) = v
β
j (j
1
f(p)
(f˜(φ))
=
∂(vβ ◦ f˜(φ))
∂yj
∣∣∣∣∣
f(p)
=
∂(fβ ◦ φ ◦ f−1)
∂yj
∣∣∣∣∣
f(p)
=
(
∂fβ
∂xi
∣∣∣∣
φ(p)
+
∂fβ
∂uα
∣∣∣∣
φ(p)
∂φα
∂xi
∣∣∣∣
p
)
∂(f
−1
)i
∂yj
∣∣∣∣∣
f(p)
per tant
vβj ◦ j1f =
(
∂fβ
∂xi
+ uαi
∂fβ
∂uα
)
∂(f
−1
)i
∂yj
(2.1)
Definicio´ 2.10. Sigui (E, pi,M) un fibrat, p ∈ M , φ ∈ Γp(pi) i ζ ∈ TpM . L’aixecament holo`nom de ζ per φ es
defineix com (j1pφ, Tφ(ζ)) ∈ pi∗1,0(TE)
Notem que l’aixecament holo`nom en un punt p ∈ M nome´s depe`n del valor i les primeres derivades de φ
en p, i per tant queda determinat completament per j1pφ.
Si ζ = ζi ∂∂xi
∣∣
p
aleshores
Tφ(ζ) = ζiTφ
(
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
)
= ζi
(
∂
∂xi
∣∣∣∣
φ(p)
+
∂φα
∂xi
∣∣∣∣
p
∂
∂uα
∣∣∣∣
φ(p)
)
= ζi
(
∂
∂xi
∣∣∣∣
φ(p)
+ uαi (j
1
pφ)
∂
∂uα
∣∣∣∣
φ(p)
)
Proposicio´ 2.11 ([Sau]). El fibrat vectorial (pi∗1,0(TE), pi
∗
1,0(τE), J
1pi) es pot escriure com la suma directa de
dos subfibrats
(pi∗1,0(V pi)⊕Hpi1,0, pi∗1,0(τE), J1pi)
on Hpi1,0 e´s la unio´ de les fibres Tφ(TpM) per p ∈M .
Les seccions del fibrat pi∗1,0(τE)
∣∣
Hpi1,0
s’anomenen derivades totals. En coordenades locals tenen la forma
X = Xi
(
∂
∂xi
+ uαi
∂
∂uα
)
En particular els vectors
∂
∂xi
+ uαi
∂
∂uα
, i = 1, . . . ,m
es denoten d/dxi i cadascun s’anomena derivada total coordenada. Aix´ı per exemple, si f ∈ C∞(J1pi)
df
dxi
∣∣∣∣
j1pφ
=
∂f
∂xi
∣∣∣∣
j1pφ
+ uαi (j
1
pφ)
∂f
∂uα
∣∣∣∣
j1pφ
i si f = uα alehores duα/dxi = uαi .
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2.2 Prolongacio´ de camps vectorials
De la mateixa manera que hem definit la prolongacio´ de seccions i de morfismes de fibrats, podem pensar en
prolongar camps vectorials de X(E) a X(J1pi). La idea del camp prolongat e´s que els difeomorfismes locals que
defineix so´n les prolongacions dels difeomorfismes locals que defineix el camp original. No obstant aquesta idea
te´ la limitacio´ que nome´s podriem considerar aquells camps tals que els fluxos locals defineixen un isomorfisme
al fibrat pi, o equivalentment aquells camps que so´n pi−projectables (Tpi ◦X = X ◦ pi).
En primer lloc considerarem prolongacions de camps vectorials verticals X ∈ V(pi). Podem considerar el
morfisme (X, idM ) entre els fibrats pi i (V pi, νpi,M) (νpi = pi ◦ τE), vegeu exemple 1.25). Aleshores la seva
prolongacio´ e´s el morfisme (j1X, idM ) entre (J1pi, pi1,M) i (J1νpi, (νpi)1,M). No obstant, volem que el camp
prolongat de X, X1, sigui un camp vectorial a V(pi1) (e´s a dir una aplicacio´ X1 : J1pi −→ V pi1 ⊂ TJ1pi tal que
τJ1 ◦X1 = idJ1pi); per tant j1X pot ser u´til si trobem un difeomorfisme, diguem-li i1, entre J1νpi i V pi1. Notem
que la difere`ncia entre els fibrats (νpi)1 i νpi1 es troba en l’ordre de diferenciacio´ entre prendre vectors tangents
o jets; el difeomorfisme i1 expressa el fet que aquestes operacions es poden commutar.
J1pi J1νpi V pi1
E V pi J1pi
-j
1X
?
pi1,0
?
(νpi)1,0
-i1
?
τJ1pi|V pi1
-X
Teorema 2.12. Existeix un difeomorfisme cano`nic i1 : J1νpi −→ V pi1 que es projecta a la identitat de M .
Demostracio´. En primer lloc veurem que per cada p ∈M , a cada seccio´ de νpi i a cada seccio´ de pi1 li correspon
una u´nica aplicacio´ γ : W ×R −→ E on W e´s un entorn obert de p i pi ◦ γ = pr1.
Sigui φ ∈ Γ(νpi), (xi, U) coordenades en un entorn de p ∈ M . Siguin (xi, uα, u˙α) coordenades a (νpi)−1(U),
i φα, ϕα les corresponents coordenades de φ. Per cada q ∈ U , φ(q) = ϕα(q) ∂∂uα
∣∣
τE(φ(q))
, aix´ı que a cada q ∈ U
li podem assignar una u´nica corba γp : Iq −→ E, on Iq ⊂ R e´s un entorn de 0, tal que [t 7→ γq(t)] = φ(q) i
γq(0) = τE(φ(q)). Com que φ(q) ∈ VτE(φ(q))pi i Vapi ∼= Ta(Epi(a)), a ∈ E, podem suposar que γq(Iq) ⊂ EτE(φ(q)),
i per tant, pi(γq(t)) = pi(τE(φ(q))) = νpi(φ(q)) = q per q ∈ U . Podem restringir l’entorn U de p a un entorn
obert W de p de manera que per a tot q ∈ W , γq(t) estigui definida a un entorn I de 0. Podem definir
γ : W ×R −→ E per γ(q, t) = γq(t), que compleix pi ◦ γ = pr1.
Sigui ψ ∈ Γ(pi1), (xi, U) coordenades en un entorn de p ∈M . Siguin (xi, uα, uαi ) coordenades a (pi1)−1(U), i
ψα, ψαi les corresponents coordenades de ψ. Siguin σ
i : R −→ U les corbes que defineixen els vectors tangents
coordenats ∂∂xi . Per cada t ∈ R, definim l’aplicacio´ tangent
Tγt : Tσi(t)U −→ Tpi1,0(φ(σi(t)))E
∂
∂xi
∣∣∣∣
σi(t)
7−→ ∂
∂xi
∣∣∣∣
σi(t)
+ ψαi (σ
i(t))
∂
∂uα
∣∣∣∣
pi1,0(φ(σi(t)))
L’aplicacio´ Tγt defineix de forma u´nica (llevat de derivades d’ordre major que 1) l’aplicacio´ γt : U −→ E tal
que [γt ◦ σi(t)] = Tγt([σi(t)]) i γt(σi(t)) = pi1,0(φ(σi(t))). A me´s, pi ◦ γt = pi ◦ pi1,0 ◦ φ = pi1 ◦ φ = idM . Aix´ı que
podem definir l’aplicacio´ γ : U ×R −→ E per γ(p, t) = γt(p), que compleix pi ◦ γ = pr1.
Sigui W una subvarietat oberta de M i l’aplicacio´ γ : W ×R −→ E tal que pi ◦ γ = pr1. Per cada aplicacio´
γ construirem un element de V pi1 i un de J1νpi.
Sigui γt : W −→ E l’aplicacio´ γt(q) = γ(q, t). Com que pi ◦ γ = pr1, per cada t, γt ∈ ΓW (pi), i podem definir
per un p ∈ W fixat la corba j1pγ : R −→ J1pi tal que j1pγ(t) = j1pγt. Com que pi1(j1pγ(t)) = pi(γt(p)) = p per
cada t ∈ R, j1pγ e´s una corba a J1ppi = (pi1)−1(p), i per tant defineix un vector tangent vertical (respecte pi1)
[j1pγ] ∈ Vj1pγ0pi1 ⊂ V pi1.
Sigui γq : R −→ E la corba γq(t) = γ(q, t). Com que pi(γq(t)) = pi(γ(q, t)) = q, γq e´s una corba a la fibra Eq
i per tant defineix un vector tangent [γq] ∈ V pi. A me´s, νpi([γq]) = pi ◦ τE([γq]) = q; per tant l’aplicacio´ q 7→ [γq]
e´s una seccio´ de νpi. Prolongant aquesta seccio´ a p s’obte´ j1p [γ] ∈ J1pνpi ⊂ J1νpi.
Definim l’aplicacio´ i1 com la corresponde`ncia j1p [γ] 7→ [j1pγ], hem de veure que esta` ben definida. Per
comparar dos elements del domini o el codomini hem de considerar coordenades. Si (xi;uα, u˙α) so´n coordenades
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a V pi aleshores (xi;uα, u˙α;uαi , u˙
α
i ) so´n coordenades a J
1νpi. Si (xi;uα, uαi ) so´n coordenades a J
1pi aleshores
(xi;uα, uαi ; u˙
α, u˙αi ) so´n coordenades a V pi1. Siguin γ1 : W1 ×R −→ E i γ2 : W2 ×R −→ E tals que j1p [γ1] =
j1p [γ2] per a un cert p ∈ W1 ∩W2. Aleshores [γ1](p) = [γ2](p), e´s a dir, les coordenades u˙α d’aquests vectors
coincideixen:
∂γα1
∂t
∣∣∣∣
t=0,p
=
∂γα2
∂t
∣∣∣∣
t=0,p
1 ≤ α ≤ n (2.2)
i igualant les coordenades (uαi , u˙
α
i ) tenim
∂γα1
∂xi
∣∣∣∣
t=0,p
=
∂γα2
∂xi
∣∣∣∣
t=0,p
(2.3)
∂2γα1
∂t∂xi
∣∣∣∣
t=0,p
=
∂2γα2
∂t∂xi
∣∣∣∣
t=0,p
(2.4)
per 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ α ≤ n. Hem de veure que les coordenades de [j1pγ1] i de [j1pγ2] so´n iguals. Les equacions
(2.2),(2.4),(2.4) impliquen la igualtat de les coordenades u˙α, uαi , u˙
α
i , respectivament, d’aquests dos vectors
tangents.
L’aplicacio´ i1 e´s una bijeccio´ ja que hem vist que cada element de J1νpi es pot escriure de la forma j1p [γ],
i cada element de V pi1 es pot escriure de la forma [j1pγ], mitjanc¸ant una aplicacio´ γ que hem determinat al
principi. Els raonaments del para`graf anterior demostren que l’aplicacio´ i1 en coordenades e´s
(xi;uα, u˙α;uαi , u˙
α
i ) 7−→ (xi;uα, uαi ; u˙α, u˙αi )
i per tant e´s un difeomorfisme que es projecta a idE , en particular a idM .
Definicio´ 2.13. Si X ∈ V(pi) es defineix la prolongacio´ de X a J1pi com el camp X1 ∈ X(J1pi) definit per
l’aplicacio´
X1 = i1 ◦ j1X : J1pi −→ V pi1 ⊂ TJ1pi
j1pφ 7−→ i1(j1X(j1pφ))
Hem de comprovar que X1 e´s realment un camp vectorial, e´s a dir, que compleix τJ1pi ◦ X1 = idJ1pi. En
primer lloc notem que j1X(j1pφ) = j
1(X, idM )(j1pφ) = j
1
p(X ◦ φ) i X ◦ φ ∈ Γ(νpi), de manera que existeix γ tal
que
j1p(X ◦ φ) = j1p [γ] (2.5)
Llavors X1(j1pφ) = i1(j
1
p(X ◦ φ)) = i1(j1p [γ]) = [j1pφ] e´s un vector tangent sobre el punt j1pφ(0). Hem de veure
que j1pφ = j
1
pφ(0). De la igualtat (2.5) podem igualar les coordenades u
α i uαi i dedu¨ım que φ(p) = γ(p, 0) i
∂φα
∂xi
∣∣∣∣
p
=
∂γα
∂xi
∣∣∣∣
t=0,p
respectivament. Aquestes dues igualtats impliquen j1pφ = j
1
pφ(0).
Vegem quines so´n les coordenades de X1. Suposem que en coordenades locals
X = Xα
∂
∂uα
i hem de calcular l’expressio´ en coordenades de X1 que e´s de la forma
X1(j1pφ) = ξ
α ∂
∂uα
∣∣∣∣
j1pφ
+ ξαi
∂
∂uαi
∣∣∣∣
j1pφ
Aleshores
ξα = u˙α(j1p(X ◦ φ)) = u˙α(X(φ(p))) = Xα(φ(p))
2.2. PROLONGACIO´ DE CAMPS VECTORIALS 19
i
ξαi = u˙
α
i (j
1
p(X ◦ φ)) =
∂(Xα ◦ φ)
∂xi
∣∣∣∣
p
=
∂Xα
∂xi
∣∣∣∣
φ(p)
+
∂φβ
∂xi
∣∣∣∣
p
∂Xα
∂uβ
∣∣∣∣
φ(p)
=
∂Xα
∂xi
∣∣∣∣
φ(p)
+ uβi (j
1
pφ)
∂Xα
∂uβ
∣∣∣∣
φ(p)
=
dXα
dxi
∣∣∣∣
j1pφ
per tant
X1(j1pφ) = X
α ∂
∂uα
∣∣∣∣
j1pφ
+
dXα
dxi
∣∣∣∣
j1pφ
∂
∂uαi
∣∣∣∣
j1pφ
(2.6)
Sigui X ∈ X(E), no necessa`riament vertical, i volem prolongar-lo a un camp vectorial X1 ∈ X(J1pi). Podem
pensar com en el cas anterior d’utilitzar j1X
J1pi J
1(pi ◦ τE) TJ1pi
E TE J1pi
-j
1X
?
pi1,0
?
(pi◦τE)1,0
-
?
τJ1pi
-X
El problema e´s que J1(pi ◦ τE) i TJ1pi no so´n difeomorfs, el primer te´ dimensio´ m+ (m+ 2n) +m(m+ 2n)
i el segon 2(m + n + mn), aix´ı que el primer te´ m2 dimensions me´s. L’objectiu e´s definir una aplicacio´
r1 : J1(pi ◦ τE) −→ TJ1pi que sigui exhaustiva en comptes de bijectiva. O`bviament volem que r1 coincideixi
amb i1 a V pi1, per tant d’alguna manera hem de fer que i1 actu¨ı sobre la part vertical de ψ ∈ Γ(pi ◦ τE).
Sigui ψ ∈ ΓW (pi◦τE), podem definir les seccions φ = τE ◦ψ ∈ ΓW (pi) i X = Tpi◦ψ ∈ XW (M). Ambdues sec-
cions estan ben definides perque` pi◦τE◦ψ = idM i τM ◦Tpi = pi◦τE . Podem definir l’aplicacio´ Tφ ◦X : W −→ TE
que e´s una seccio´ local de pi ◦ τE ja que τE ◦ Tφ = φ ◦ τM i pi ◦ τE ◦ Tφ ◦X = pi ◦ φ ◦ τM ◦X = idW . D’altra
banda,
τE(Tφ(X(p))) = φ(τM (X(p))) = φ(p) = τE(ψ(p))
aix´ı que ψ(p) i Tφ(X(p)) so´n vectors sobre la mateixa fibra de τE . Podem considerar la seva difere`ncia, que
satisfa` Tpi(ψ(p)− Tφ(X(p))) = Tpi(ψ(p))−X(p) = 0. E´s a dir, ψ(p)− Tφ(X(p)) ∈ Vφ(p)pi per tot p ∈W , o dit
d’una altra manera ψ − Tφ ◦X ∈ Γ(νpi).
Definicio´ 2.14. L’aplicacio´ r1 : J1(pi ◦ τE) −→ TJ1pi ve definida per
r1(j1pψ) = i1(j
1
p(ψ − Tφ ◦X)) + T (j1φ)(X(p))
on φ = τE ◦ ψ i X = Tpi ◦ ψ.
Notem que a l’expressio´ que defineix r1 hi apareix la prolongacio´ d’una seccio´ que depe`n de Tφ i tambe´
T (j1φ), aix´ı que r1(j1pψ) podria dependre de les segones derivades de ψ i per tant r1 no estaria ben definida.
La proposicio´ segu¨ent desfa` aquest dubte.
Proposicio´ 2.15. El parell (r1, idTE) e´s un morfisme entre els fibrats (J1(pi ◦ τE), (pi ◦ τE)1,0, TE) i
(TJ1pi, Tpi1,0, TE). Si ψ ∈ ΓW (pi ◦ τE) en coordenades locals e´s
ψ(p) = ψi(p)
∂
∂xi
∣∣∣∣
φ(p)
+ ψα(p)
∂
∂uα
∣∣∣∣
φ(p)
on φ = τE ◦ ψ, ψi = x˙i ◦ ψ, i ψα = u˙α ◦ ψ, aleshores
r1(j1pψ) = ψ
i(p)
∂
∂xi
∣∣∣∣
j1pφ
+ ψα(p)
∂
∂uα
∣∣∣∣
j1pφ
+ (u˙αi − x˙jiuαj )(j1pψ)
∂
∂uαi
∣∣∣∣
j1pφ
on (xi, uα, x˙i, u˙α;uαi , x˙
j
i , u˙
α
i ) so´n coordenades a J
1(pi ◦ τE). En particular r1(j1pψ) no depe`n del representant de
j1pψ escollit.
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Demostracio´. Vegem que r1 e´s un morfisme de fibrats.
Tpi1,0(r1(j1pψ)) = Tpi1,0(i1(j
1
p(ψ − Tφ ◦X))) + Tpi1,0(T (j1φ)(X(p)))
= (ψ − Tφ ◦X)(p) + Tφ(X(p))
= ψ(p)
= (pi ◦ τE)1,0(j1pψ)
Per tant, tal com vol´ıem Tpi1,0 ◦ r1 = (pi ◦ τE)1,0. Com que r1 transforma TE segons idTE les coordenades
(xi, uα, x˙i, u˙α) de r1(j1pψ) so´n les mateixes que les de j
1
pψ. Nome´s queda calcular les coordenades u˙
α
i . Primer
vegem quines so´n les coordenades de Tφ i T (j1φ):
Tφ
(
ξi
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
)
= TτE
(
Tψ
(
ξi
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
))
=
= ξiTτE
(
∂(xj ◦ ψ)
∂xi
∣∣∣∣
p
∂
∂xj
∣∣∣∣
φ(p)
+
∂(uα ◦ ψ)
∂xi
∣∣∣∣
p
∂
∂uα
∣∣∣∣
φ(p)
+ · · ·
)
=
= ξi
(
∂(xj ◦ ψ)
∂xi
∣∣∣∣
p
∂
∂xj
∣∣∣∣
φ(p)
+
∂(uα ◦ ψ)
∂xi
∣∣∣∣
p
∂
∂uα
∣∣∣∣
φ(p)
)
T (j1φ)
(
ξi
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
)
= T (j1(τE ◦ ψ))
(
ξi
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
)
=
= ξi
(
∂(xj ◦ ψ)
∂xi
∣∣∣∣
p
∂
∂xj
∣∣∣∣
φ(p)
+
∂(uα ◦ ψ)
∂xi
∣∣∣∣
p
∂
∂uα
∣∣∣∣
φ(p)
+
∂(uαi ◦ φ)
∂xi
∣∣∣∣
p
∂
∂uαi
∣∣∣∣
φ(p)
)
A me´s, notem que
uαi ◦ φ =
∂(uα ◦ φ)
∂xi
=
∂(uα ◦ ψ)
∂xi
Aleshores,
u˙αi (r1(j
1
pψ)) = u˙
α
i (i1(j
1
p(ψ − Tφ ◦X))) + u˙αi (T (j1φ)(X(p)))
=
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
(
u˙α ◦
(
ψ − Tφ ◦
(
ψj
∂
∂xj
)))
+ u˙αi
(
Tφ
(
ψj(p)
∂
∂xj
∣∣∣∣
p
))
=
=
∂ψα
∂xi
∣∣∣∣
p
− ∂
∂xi
∣∣∣∣
p
(
ψj
∂(uα ◦ ψ)
∂xj
)
+
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
(
∂(uα ◦ ψ)
∂xj
)
ψj(p) =
=
∂ψα
∂xi
∣∣∣∣
p
− ∂ψ
j
∂xi
∣∣∣∣
p
∂(uα ◦ ψ)
∂xj
∣∣∣∣
p
=
= (u˙αi − x˙jiuαj )(j1pψ)
Definicio´ 2.16. La prolongacio´ d’un camp vectorial X ∈ X(E) e´s el camp vectorial X1 ∈ X(J1pi) definit per
X1(j1pφ) = r1(j
1
pX ◦ φ).
Ara podem utilitzar l’expressio´ en coordenades de r1 per calcular les components de X1. Sigui
X = Xi
∂
∂xi
+Xα
∂
∂uα
l’expressio´ en coordenades de X ∈ X(E). Les components de X1 a TE so´n les mateixes que les de X. La
component en ∂/∂uαi e´s
u˙αi (X
1(j1pφ)) = u˙
α
i (r1(j
1
p(X ◦ φ))) = (u˙αi − x˙jiuαj )(j1p(X ◦ φ)) =
=
∂(Xα ◦ φ)
∂xi
∣∣∣∣
p
− ∂φ
α
∂xj
∣∣∣∣
p
∂(Xj ◦ φ)
∂xi
∣∣∣∣
p
=
=
dXα
dxi
∣∣∣∣
j1pφ
− uαj (j1pφ)
dXj
dxi
∣∣∣∣
j1pφ
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Aix´ı que
X1 = Xi
∂
∂xi
+Xα
∂
∂uα
+
(
dXα
dxi
− uαj
dXj
dxi
)
∂
∂uαi
(2.7)
e´s l’expressio´ en coordenades de X1.
El segu¨ent teorema expressa el fet que si X e´s un camp projectable a M , X1 es pot calcular diferenciant la
prolongacio´ del flux de X. A me´s, do´na condicions suficients per tal que X sigui projectable.
Teorema 2.17. Sigui X ∈ X(E) amb flux ψ.
1. Sigui ψ el flux del camp vectorial X ∈ X(M). X e´s projectable a X ∈ X(M) si, i nome´s si, per cada t,
ψt ≡ ψ(t, ) defineix un isomorfisme (ψt, ψt) entre subfibrats de pi.
2. Si X e´s projectable a X, j1ψt e´s el flux de X1 en un entorn de les fibres de pi1,0.
Demostracio´. 1. Suposem primer que (ψt, ψt) e´s un isomorfisme local del fibrat pi. Per veure que X e´s
pi-projectable nome´s cal utilitzar les definicions. Per cada a ∈ E
Tpi(X(a)) = Tpi[t 7→ ψt(a)] = [t 7→ pi(ψt(a))] = [t 7→ ψt(pi(a))]
aix´ı que el vector tangent Tpi(X(a)) nome´s depe`n de pi(a) ∈M , per tant, existeix un camp vectorial X a M tal
que Tpi ◦X = X ◦ pi i X(pi(a)) = [t 7→ ψt(pi(a))]. D’aquesta u´ltima igualtat es dedueix que ψ e´s el flux de X.
Suposem que X e´s projectable a X. La corba ingtegral de X per a ∈ E e´s t 7→ ψt(a). Llavors la corba
integral de X per pi(a) e´s t 7→ pi(ψt(a)) ja que X(pi(ψt(a))) = Tpi(X(ψt(a))) = Tpi(ψ˙t(a)) = ˙(pi ◦ ψt)(a). D’altra
banda, com que ψ e´s el flux de X, t 7→ ψt(p) e´s la corba integral de X per p ∈M . Per unicitat de solucio´ tenim
pi(ψt(a)) = ψt(pi(a)) (2.8)
per tot a ∈ E. Sigui D l’entorn obert de {0} × E on esta` definit ψ. El domini de ψt e´s l’obert
Et = {x ∈ E| (t, x) ∈ D} ⊂ E i ψt e´s un difeomorfisme entre Et i E−t amb ψ−t com a aplicacio´ inversa.
De la igualtat (2.8), es dedueix que si ψt esta` definit a l’obert Et ⊂ E aleshores ψt esta` definit a l’obert
pi(Et) ⊂M . Sigui a ∈ Et i E′ un obert que conte´ a simplement connex de Et tal que ψt(E′) sigui un obert sim-
plement connex de E−t. Aleshores, (E′, pi|E′ , pi(E′)) i (ψt(E′), pi|ψt(E′), pi(ψt(E′))) so´n subfibrats de pi i (ψt, ψt)
e´s un isomorfisme entre aquests dos fibrats.
2. Com que ψ e´s el flux de X, en coordenades tenim
X =
∂ψit
∂t
∣∣∣∣
t=0
∂
∂xi
+
∂ψαt
∂t
∣∣∣∣
t=0
∂
∂uα
Llavors l’expressio´ en coordenades de la prolongacio´ de X e´s
X1 = X +
(
d
dxi
∂ψαt
∂t
∣∣∣∣
t=0
− uαj
∂
∂xi
∂ψit
∂t
∣∣∣∣
t=0
)
∂
∂uαi
(2.9)
Notem que les funcions ψit nome´s depenen de les coordenades x
i. Sigui Y ∈ X(J1pi) el generador infinitesimal de
j1ψt. Com que pi1,0(j1ψt) = ψt, per l’apartat 1, Y e´s un camp vectorial projectable a X, i nome´s cal comprovar
que els coeficients de ∂/∂uαi de Y i X
1 so´n iguals. Utilitzant l’expressio´ que segueix a la definicio´ 2.9:
uαi ◦ j1ψt =
dψαt
dxj
(
∂(ψ
−1
t )
j
∂xi
◦ ψt
)
Sigui M(t) una matriu amb components depenent de t amb inversa M˜(t). Diferenciant respecte t l’expressio´
I = M(t)M˜(t) s’obte´ la derivada de M˜(t)
dM˜(t)
dt
= −M˜(t)dM(t)
dt
M˜(t)
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En particular si M(0) = I i avaluem a t = 0 tenim
dM˜(t)
dt
∣∣∣∣∣
t=0
= − dM(t)
dt
∣∣∣∣
t=0
Aixo` ho apliquem a la matriu jacobiana de (ψ
−1
t )
j (notem que ψ0 = IdE) per calcular les components Y αi :
Y αi =
∂(uαi ◦ j1ψt)
∂t
∣∣∣∣
t=0
=
∂
∂t
∣∣∣∣
t=0
dψαt
dxi
− uαj
∂
∂t
∣∣∣∣
t=0
∂ψjt
∂xi
= (X1)αi
2.3 Fibrats de jets d’ordre superior
Els fibrats de jets de primer ordre serveixen per estudiar equacions diferencials de primer ordre. Per equacions
d’ordre superior hem de considerar fibrats de jets d’ordre superior, els quals simplement consisteixen en con-
siderar derivades parcials d’un cert ordre. Exposarem les definicions ana`logues que hem vist dels fibrats de jets
de primer ordre.
Utilitzarem la segu¨ent notacio´ multi-´ındex per expressar les derivades parcials
∂|I|
∂xI
=
m∏
i=1
(
∂
∂xi
)I(i)
on I(i) indica l’ordre de derivacio´ respecte xi i |I| = ∑ I(i). Per exemple si m = 3 i I = (1, 2, 1) llavors
∂4f
∂xI
=
∂
∂x1
∂2
(x2)2
∂f
∂x3
El multi-´ındex 1i es defineix per 1i(j) = δij . Tambe´ caldra` utilitzar el factorial d’un multi-´ındex: I! =
∏m
i=1 I(i)!.
S’utilitza en la segu¨ent versio´ de la regla de Leibniz en ordres superiors.
Proposicio´ 2.18 ([Sau]). Si f, g ∈ C∞(M) llavors
∂|I|fg
∂xI
=
∑
J+K=I
I!
J !K!
∂|J|f
∂xJ
∂|K|g
∂xK
Per exemple
∂2fg
∂x2
=
∂2f
∂x2
g + 2
∂f
∂x
∂g
∂x
+
∂2g
∂x2
f
Definicio´ 2.19. Sigui (E, pi,M) un fibrat i p ∈ M . Les seccions locals φ, ψ ∈ Γp(pi) so´n k-equivalents a p si
φ(p) = ψ(p) i si en unes certes coordenades (xi, uα) entorn de φ(p)
∂|I|φα
∂xI
∣∣∣∣
p
=
∂|I|ψα
∂xI
∣∣∣∣
p
per 1 ≤ |I| ≤ k i 1 ≤ α ≤ n. La classe d’equivale`ncia de φ s’anomena jet d’ordre k o k-jet a p i es denota jkpφ.
Es pot comprovar que la definicio´ no depe`n de les coordenades.
Definicio´ 2.20. El k-e`sim espai de jets o espai de jets d’ordre k de pi e´s el conjunt
Jkpi = {jkpφ| p ∈, φ ∈ Γp(pi)}
Es defineixen les projeccions
pik : Jkpi → M
jkpφ 7→ p
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pik,0 : J1pi → E
jkpφ 7→ φ(p)
i si 1 ≤ l < k
pik,l : Jkpi → J lpi
jkpφ 7→ jlpφ
Definicio´ 2.21. Sigui (E, pi,M) un fibrat i (U, u) un sistema de coordenades adaptat a E, on u = (xi, uα).
El sistema de coordenades (Uk, uk) indu¨ıt a Jkpi es defineix per Uk = {jkpφ : φ(p) ∈ U}, uk = (xi, uα, uαI ), on
xi(jkpφ) = x
i(p), uα(jkpφ) = u
α(φ(p)) i les N = n
((
m+k−1
k
)− 1) funcions uαI : Uk −→ RN definides per
uαI (j
k
pφ) =
∂|I|φα
∂xI
∣∣∣∣
p
que anomenem coordenades derivades.
Aquestes coordenades defineixen un atles a Jkpi. Es pot donar estructura de fibrat af´ı a (Jkpi, pik,k−1, Jk−1pi)
i (Jkpi, pi,M) e´s un fibrat si pi ho e´s.
Definicio´ 2.22. Sigui φ ∈ ΓW (pi). La prolongacio´ k-e`sima de φ e´s l’aplicacio´ jkφ : W −→ Jkpi tal que
jkφ(p) = jkpφ.
Definicio´ 2.23. Siguin (E, pi,M) i (F, ρ,N) fibrats i (f, f) : pi −→ ρ un morfisme de fibracions on f e´s un
diferomorfisme. La prolongacio´ k-e`sima de f e´s l’aplicacio´ jk(f, f) : Jkpi −→ Jkρ
jk(f, f)(jkpφ) = j
k
f(p)
(f˜ [φ])
La prolongacio´ k-e`sima jkf compleix les segu¨ents propietats ana`logues a les de la primera prolongacio´ j1f :
1. j˜kf [jkφ] = jkf˜ [φ].
2. (jkf, f) : pik,0 −→ ρk,0 i (jkf, f) : pik −→ ρk so´n morfismes de fibrats.
3. jk(g ◦ f, g ◦ f) = jk(g, g) ◦ jk(f, f) i jk(idE , idM ) = idJkpi.
Definicio´ 2.24. Sigui (E, pi,M) un fibrat, p ∈ M , φ ∈ Γp(pi) i ζ ∈ TpM . El k-e`sim aixecament holo`nom de ζ
per φ es defineix com (jk+1p φ, T j
kφ(ζ)) ∈ pi∗k+1,k(TJkpi)
Notem que l’aixecament holo`nom en un punt p ∈ M nome´s depe`n del valor i les derivades fins ordre k + 1
de φ en p, i per tant queda determinat completament per jk+1p φ.
Si ζ = ζi ∂∂xi
∣∣
p
aleshores
T (jkφ)(ζ) = ζiT (jkφ)
(
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
)
= ζi
 ∂
∂xi
∣∣∣∣
jkpφ
+
∂φα
∂xi
∣∣∣∣
p
∂
∂uα
∣∣∣∣
jkpφ
+
∂2φα
∂xi∂xj
∣∣∣∣
p
∂
∂uαj
∣∣∣∣∣
jkpφ
+ · · ·+ ∂
|I+1i|φα
∂xi∂xI
∣∣∣∣
p
∂
∂uαI
∣∣∣∣
jkpφ

= ζi
 ∂
∂xi
∣∣∣∣
jkpφ
+
k∑
|I|=0
uαI+1i(j
k
pφ)
∂
∂uαI
∣∣∣∣
jkpφ

Proposicio´ 2.25 ([Sau]). El fibrat vectorial (pi∗k+1,k(TJ
kpi), pi∗k+1,k(τJkpi), J
kpi) es pot escriure com la suma
directa de dos subfibrats
(pi∗k+1,k(V pik)⊕Hpik+1,k, pi∗k+1,k(τJkpi), Jkpi)
on Hpik+1,k e´s la unio´ de les fibres Tjkφ(TpM) per p ∈M .
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Les seccions del fibrat pi∗k+1,k(τJkpi)
∣∣∣
Hpik+1,k
s’anomenen derivades totals. En coordenades locals tenen la
forma
X = Xi
 ∂
∂xi
+
k∑
|I|=0
uαI+1i
∂
∂uαI

En particular els vectors
∂
∂xi
+
k∑
|I|=0
uαI+1i
∂
∂uαI
, i = 1, . . . ,m (2.10)
es denoten d/dxi i cadascun s’anomena derivada total coordenada. Aix´ı per exemple, si f ∈ C∞(Jkpi)
df
dxi
∣∣∣∣
jkpφ
=
∂f
∂xi
∣∣∣∣
jkpφ
+
k∑
|I|=0
uαI+1i(j
k
pφ)
∂f
∂uαI
∣∣∣∣
jkpφ
i si f = uαI alehores du
α
I /dx
i = uαI+1i .
Per definir la prolongacio´ a qualsevol ordre de camps vectorials s’utilitzen les aplicacions ana`logues a les
definides a la seccio´ 2.2.
Definicio´ 2.26. El difeomorfisme cano`nic il : J lνpi −→ V pil e´s l’aplicacio´ amb expressio´ en coordenades
(xi, ual, u˙α;uαI , u˙
α
I ) 7−→ (xi, uα, uαI ; u˙α, u˙αI ) 1 ≤ |I| ≤ l
Definicio´ 2.27. L’aplicacio´ rl : J l(pi ◦ τE) −→ TJ lpi es defineix per
rl(jlpψ) = il(j
l
p(ψ − Tφ ◦X)) + Tjlφ(X(p))
on φ = τE ◦ ψ i X = Tpi ◦ ψ.
Proposicio´ 2.28. El parell (rl, τE) e´s un morfisme entre els fibrats (J l(pi ◦ τE), (pi ◦ τE)1,0, TE) i
(TJ lpi, Tpil,0, TE). Si ψ ∈ ΓW (pi ◦ τ) satisfa`
ψ(p) = ψi(p)
∂
∂xi
∣∣∣∣
φ(p)
+ ψα(p)
∂
∂uα
∣∣∣∣
φ(p)
on φ = τE ◦ ψ, ψi = x˙i ◦ ψ i ψα = u˙α ◦ ψ, llavors
rl(jlpψ) = ψ
i(p)
∂
∂xi
∣∣∣∣
jlpφ
+ ψα(p)
∂
∂uα
∣∣∣∣
jlpφ
+
l∑
|I|=1
u˙αI − ∑
J+K=I
J 6=0
I!
J !K!
x˙jJu
α
K+1j
 (jlpψ) ∂∂uαI
∣∣∣∣
jlpφ
i per tant rl(jlpψ) no depe`n de l’eleccio´ del representant de j
l
pψ.
Demostracio´. La primera part e´s ana`loga al cas l = 1. Per comprovar l’expressio´ en coordenades es pot fer
per induccio´ sobre l. El cas l = 1 ve donat per la proposicio´ 2.15. Suposem que l’expressio´ en coordenades e´s
coorecta fins a ordre l− 1. Volem calcular la coordenada u˙αI+1i(rl(jlpψ)) on |I| = l− 1 i i ∈ {1, . . . ,m}. Primer
recordem que les coordenades dependents a J l(pi ◦ τE) so´n uα, x˙i, u˙α.
u˙αI+1i(rl(j
l
pψ)) =
∂
∂xI+1i
∣∣∣∣
p
u˙α(rl(jlpψ)) =
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
∂
∂xI
u˙α(rl(jlxψ)) =
=
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
u˙αI (rl(j
l
xψ)) =
d
dxi
∣∣∣∣
jlpψ
u˙αI (rl(x
i, uβJ)) =
=
d
dxi
∣∣∣∣
jlpψ
u˙αI − ∑
J+K=I
J 6=0
I!
J !K!
x˙jJu
α
K+1j
 =
= u˙αI+1i −
∑
J+K=I
J 6=0
I!
J !K!
(x˙jJ+1iu
α
K+1j + x˙
j
Ju
α
K+1j+1i)
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El sumatori de la darrera igualtat es pot escriure com∑
J+K=I+1i
J 6=0
(
I!
(J − 1i)!K! +
I!
J !(K − 1i)!
)
x˙jJu
α
K+1j
adoptant el conveni en que` si J(i) = 0 o K(i) = 0 aleshores el terme corresponent del sumatori es nul. Ara cal
demostrar que (
I!
(J − 1i)!K! +
I!
J !(K − 1i)!
)
=
(I + 1i)!
J !K!
que e´s una qu¨estio´ de manipulacio´ algebraica fa`cil de resoldre.
Per definicio´ de rl es dedueix que Tpil,k ◦ rl = rk ◦ pil,k.
Definicio´ 2.29. Sigui X : E −→ TE un camp vectorial i el considerem com el morfisme (X, idM ) entre els
fibrats pi i pi ◦ τE . Llavors la prolongacio´ l-e`sima de X e´s el camp vectorial X l sobre J lpi definit per
X l = rl ◦ jlX : J lpi −→ TJ lpi
Es dedueix que les prolongacions d’un camp vectorial estan relaciones per les aplicacions pik,l ja que
Tpil,k ◦X l = Tpik,l ◦ rl ◦ jlX
= rk ◦ pil,k ◦ jlX
= rk ◦ jkX ◦ pil,k = Xk ◦ pil,k
En coordenades, si X = Xi ∂∂xi +X
α ∂
∂ual llavors
X l = Xi
∂
∂xi
+
l∑
|I|=0
d|I|XαdxI − ∑
J+K=I
J 6=0
I!
J !K!
d|J|Xj
dxJ
uαK+1j
 ∂∂uαI (2.11)
Teorema 2.30. Sigui X ∈ X(E) un camp vectorial projectable a M , i sigui ψt el flux de X en un entorn del
punt φ(p) ∈ E on φ ∈ Γp(pi). Llavors
X l(jlpφ) = [t 7→ jlψt(jlpφ)]
Demostracio´. Per induccio´ sobre l. El cas l = 1 s’ha demostrat al teorema 2.17. Suposem per hipo`tesi que
d
dt
∣∣∣∣
t=0
uαI (j
lψt) = u˙αI (X
l), |I| ≤ l − 1
Sigui i ∈ {1, . . . ,m}, llavors
d
dt
∣∣∣∣
t=0
uαI+1i(j
lψt(jlpφ)) =
d
dt
∣∣∣∣
t=0
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
∂
∂xI
(jl
ψt(x)
(ψ˜t[φ])) =
=
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
d
dt
∣∣∣∣
t=0
∂
∂xI
(jl
ψt(x)
(ψ˜t[φ])) =
∂
∂xi
∣∣∣∣
p
u˙αI (X
l(jlxφ)) =
=
d
dxi
∣∣∣∣
jlpφ
d|I|XαdxI − ∑
J+K=I
J 6=0
I!
J !K!
d|J|Xj
dxJ
uαK+1j

A partir d’aqu´ı el resultat es dedueix de la mateixa manera que la proposicio´ 2.28.
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Cap´ıtol 3
Equacions diferencials i simetries
En aquest cap´ıtol desenvolupem la teoria de simetries d’equacions diferencials exposada al cap´ıtol 2 de [Olv].
Ho fem pero` des d’un punt de vista geome`tric, e´s a dir, utilitzant espais de jets. Hem adoptat el punt de vista
de [Sau], de manera que el resultat final e´s una traduccio´, no literal, de [Olv] a un llenguatge geome`tric, i un
aprofundiment en el tractament de [Sau] de les equacions diferencials.
Al cap´ıtol anterior hem presentat la base per tractar les equacions diferencials des d’un punt de vista
geome`tric: els espais de jets. Si be´ ja sab´ıem que les equacions diferencials ordina`ries es podien emmarcar a
l’espai tangent d’una varietat, les equacions en derivades parcials requereixen considerar varietats en que` l’espai
de para`metres no sigui unidemensional. Aix´ı si incloem una equacio´ diferencial dins un fibrat de jets, la varietat
de la base inclou les variebles independents i la varietat total inclou a me´s les variables dependents i les seves
derivades.
D’aquesta manera ens podrem preguntar pels morfismes del fibrat de jets que deixen l’equacio´ diferencial
invariant o be´ pels morfismes que transformen solucions en solucions. Farem especial e`mfasi en establir les
condicions en les quals els dos tipus de morfismes so´n equivalents, per a aixo` hem desenvolupat la u´ltima seccio´
sobre solubilitat local. Veurem que per calcular els primers morfismes podrem utilitzar el criteri infinitesimal 1.4 i
a partir d’ells podrem calcular transformacions que deixen invariant el conjunt de solucions. Aixo` s’exemplificara`
a la seccio´ 3.3 amb una equacio´ diferencial concreta. Veurem tambe´ com els morfismes del primer tipus donen
lloc de forma natural als grups de Lie, aix´ı que utilitzarem alguns resultats exposats a l’ape`ndix A.
3.1 Equacions diferencials
Definicio´ 3.1. Una relacio´ diferencial sobre el fibrat (E, pi,M) e´s un subvarietat regular tancada S de Jkpi.
L’ordre de S e´s el ma`xim natural r satisfent pi−1r,r−1(pik,r−1(S))  pik,r(S).
Una relacio´ diferencial S defineix una equacio´ diferencial, que denotarem per ∆S , ja sigui un sistema d’e-
quacions diferencials ordina`ries o en derivades parcials.
Definicio´ 3.2. Una solucio´ de S (o de l’equacio´ diferencial ∆S) e´s una seccio´ local φ ∈ ΓW (pi) satisfent jkpφ ∈ S
per tot p ∈W , e´s a dir, una seccio´ local tal que la seva prolongacio´ k-e`sima jkφ pren valors a S.
Sigui φ ∈ Γp(pi) tal que jkpφ ∈ S (aixo` no implica que φ sigui una solucio´ de S). Com que S e´s una
subvarietat tancada existeix un entorn Uk de jkpφ i una aplicacio´ H : U
k −→ Rd, on d = dim Jkpi − dimS,
tal que S ∩ Uk = H−1(0). Podem suposar que Uk e´s el domini d’una carta uk : Uk −→ RN de Jkpi, on
uk = (xi, uα, uαI ), de manera que H ◦ (uk)−1 =
−→
0 defineix el sistema d’equacions en derivades parcials:
H l(xi, uα, uαi , u
α
ij , . . . , u
α
I ) = 0, 1 ≤ l ≤ d, |I| = k
que e´s l’expressio´ local de ∆S . Si l’ordre de S e´s r vol dir que S nome´s depe`n de les variables de Jrpi encara
que estigui definida en una varietat de jets d’ordre k superior, e´s a dir, que les funcions H l nome´s depenen de
les variables xi, uαI amb 0 ≤ I ≤ r.
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Exemple 3.3. Sigui pi el fibrat trivial (R2 ×R,pr1,R2) amb coordenades globals (x, y;u). Llavors l’aplicacio´
H : J3pi −→ R definida per H = 2yuy + xux − xuxxx − 2u do´na lloc a la relacio´ diferencial
S = {j3pφ ∈ J3pi : (2yuy + xux − xuxxx − 2u)(j3pφ) = 0}
que defineix l’equacio´ diferencial
2y
∂f
∂y
+ x
∂f
∂x
− x∂
3f
∂x3
− 2f = 0
Sigui φ(x, y) = (x, y; yex − x2) una seccio´ de pr1, llavors
j3φ(x, y) = (x, y; yex − x2; yex − 2x, ex; yex − 2, ex, 0; yex, ex, 0, 0)
e´s una solucio´ de l’equacio´ diferencial ja que j3pφ ∈ S per cada p = (x, y) ∈ R2. 
Les simetries d’equacions diferencials so´n una eina important pel seu estudi. Permeten obtenir noves solu-
cions a partir d’una donada i en ocasions reduir l’ordre de l’equacio´. Nosaltres ens limitarem a descriure un
me`tode per trobar grups de solucions d’una equacio´ diferencial; per me`todes de reduccio´ d’ordre, amb e`mfasi
en equacions diferencials ordina`ries, vegeu [Olv].
Definicio´ 3.4. Una simetria d’una relacio´ diferencial S ⊂ Jkpi e´s un automorfisme local (f, f) del fibrat
pi tal que S e´s localment invariant per la prolongacio´ jkf . Una simetria de l’equacio´ diferencial ∆S e´s un
automorfisme local (f, f) del fibrat pi tal que si φ e´s una solucio´ de S aleshores f˜ [φ] tambe´ e´s una solucio´.
Observacio´ 3.5. Per tant, que (f, f) sigui una simetria de l’equacio´ diferencial ∆S e´s equivalent a que
jk(f˜ [φ]) = j˜kf [jkφ] prengui valors a S quan jkφ ho fa. Com que j˜kf [jkφ] = jkf ◦ jkφ ◦ f−1, una condi-
cio´ suficient per a que` es compleixi aixo` e´s jkf(S) ⊂ S, e´s a dir, que f sigui una simetria de S. De forma me´s
general la suficie`ncia d’aquesta condicio´ ve donada pel segu¨ent lema.
Lema 3.6. Sigui S una relacio´ diferencial a Jkpi. Sigui (g, g) : pi−11 (V ) ⊂ Jkpi −→ Jkpi un morfisme local del
fibrat pi1 que es projecta a E, e´s a dir, existeix g0 : E −→ E tal que (g, g0) e´s un morfisme local de pi1,0. Suposem
que g : V −→ g(V ) e´s un difeomorfisme i que S e´s localment invariant per g. Aleshores si φ ∈ ΓW (pi) e´s una
solucio´ de S, g˜0[φ] e´s tambe´ una solucio´ de S. En particular si f e´s una simetria de la relacio´ diferencial S
aleshores f e´s una simetria de l’equacio´ diferencial ∆S.
Demostracio´. Sigui jkpψ ∈ pi−11 (V )∩S, per hipo`tesi existeix un entorn pi−11 (V ′) de jkpψ tal que g(pi−11 (V ′)∩S) ⊂ S.
Suposem que φ ∈ ΓW (pi) e´s una solucio´ de S que pren valors a pi−1(V ), altrament no hi ha res a provar. Sigui
q ∈W∩V i V ′ un entorn de q tal que g(pi−11 (V ′)) ⊂ S. Simplement utilitzant la definicio´ de g˜, si p ∈ g(W∩V ∩V ′)
g˜[jkφ](p) = g(jkg−1(p)φ) ∈ S
ja que jkq φ ∈ S∩pi−11 (V ′) si q ∈W ∩V ′. Com que g˜[jkφ] = jkg˜0[φ] la seccio´ g˜0[φ] tambe´ e´s solucio´ de S definida
a W ∩ V ∩ V ′.
Si f e´s una simetria de la relacio´ diferencial S aleshores jkf compleix les mateixes hipo`tesis que l’aplicacio´
g, per tant f˜ deixa invariant el conjunt de solucions de S.
A la seccio´ 3.4 veurem que amb una hipo`tesi addicional el rec´ıproc del lema 3.6 tambe´ e´s cert, e´s a dir, si g˜
transforma solucions en solucions aleshores S e´s localment invariant per g.
En general, donada una relacio´ diferencial S e´s dif´ıcil trobar isomorfismes locals f de pi tals que S sigui
localment invariant per jkf . Per imposar aquesta condicio´ hom pot utilitzar les coordenades de jkf (que s’han
calculat al cap´ıtol 2 pel cas k = 1) que descriuen igualment una equacio´ en derivades parcials per f . En aquest
cap´ıtol desenvoluparem un me`tode que permeti trobar simetries per mitja` de condicions me´s senzilles. Aqu´ı e´s
on entrara` en joc el concepte de prolongacio´ d’un camp vectorial.
Volem aplicar la proposicio´ 1.4 sobre invaria`ncia per un camp vectorial a les subvarietats tancades S de Jkpi,
les quals defineixen equacions diferencials. Sigui jkpφ ∈ S i Ujkpφ un entorn del punt tal que U ∩ S = H−1U (0) on
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HU : U −→ Rd, d = dim Jkpi−dimS. Per la proposicio´ 1.4, si existeix un camp Y ∈ X(Jkpi) tal que LYHiU = 0
per tota i = 1, . . . , d i tot U , llavors S e´s localment invariant per Y . Si volem que per cada t, F tY defineixi
una simetria de S, cal que F tY sigui la prolongacio´ j
kψt d’un cert isomorfisme local (ψt, ψt) de pi. Llavors
jkψt(S) ⊂ S i ψt e´s una simetria de S.
Observacio´ 3.7. Vegem quan podem assegurar que F tY = j
kψt. En el cas que Y = Xk e´s la prolongacio´
k-e`sima d’un camp vectorial X ∈ X(E) projectable a M amb flux FX , e´s a dir, en el cas que S sigui invariant
per Xk, el teorema 2.30 assegura que F tXk = j
kF tX . Aix´ı el nostre intere`s esta` en trobar els camps vectorials
X ∈ X(E) tals que l’equacio´ diferencial definida per S e´s invariant per Xk.
Definicio´ 3.8. Una simetria infinitesimal d’una relacio´ diferencial S ⊂ Jkpi e´s un camp vectorial X ∈ X(E)
pi-projectable tal que S e´s localment invariant per la prolongacio´ Xk. Una simetria infinitesimal d’una equacio´
diferencial ∆S e´s un camp vectorial X ∈ X(E) pi-projectable tal que en un entorn de 0 les aplicacions F εX so´n
simetries de ∆S .
Pel lema 3.6 sabem que tota simetria infinitesimal d’una relacio´ diferencial S do´na lloc a una simetria
infinitesimal de l’equacio´ diferencial ∆S . No obstant, com veurem a la seccio´ existeixen equacions diferencials
∆S amb simetries infinitesimals que no ho so´n de S. Podem resumir les observacions anteriors en la segu¨ent
Proposicio´ 3.9 (Criteri infinitesimal). Si X ∈ X(E) e´s una simetria infinitesimal de S aleshores {F tX}t∈I on
I e´s un entorn obert de 0 e´s un conjunt de simetries de S.
La importa`ncia d’aquesta proposicio´ e´s que en general e´s me´s fa`cil determinar els camps vectorials que so´n
simetries infinitesimals de S que determinar els morfismes de pi1 tals que f(S) ⊂ S.
3.2 Grups de Lie i simetries
Sigui S ⊂ Jkpi una relacio´ diferencial definida localment per HU : Uk ⊂ Jpi −→ Rd. A la seccio´ anterior hem
vist una manera de trobar les simetries d’una equacio´ en derivades parcials: el criteri infinitesimal. Aix´ı el
problema de calcular les simetries es susbtitueix pel de determinar les simetries infinitesimals i despre´s calcular
els seus grups de transformacions, que so´n simetries de S. Per trobar totes les simetries infinitesimals de S,
donat X ∈ X(E) cal determinar les seves components Xi i Xα de manera que LXkHU = 0. Aixo` defineix un
nou sistema de d equacions en derivades parcials amb inco`gnites Xi i Xα. Notem que segons l’expressio´ de la
proposicio´ 2.11 les components de Xk depenen de forma lineal de les derivades parcials de Xi i Xα, per tant,
les d equacions so´n en derivades parcials lineals. Obtindrem les components Xi i Xα en funcio´ d’uns certs
para`metres lliures (que poden ser constants o funcions). Per cada valor que assignem als para`metres tenim una
simetria infinitesimal, i per cada simetria infinitesimal obtenim un conjunt de simetries de S. No obstant, no
volem entendre aquestes simetries de S per separat sino´ que les estructurarem en forma de grup. Vegem com
es pot descriure.
Definicio´ 3.10. Sigui M una varietat. Un grup local de transformacions de M e´s un parell (G,Ψ) on G e´s un
grup de Lie connex i Ψ e´s una aplicacio´ que compleixen les segu¨ents propietats:
1. Ψ : D −→M diferenciable, on el domini D e´s un obert de G×M que conte´ {e} ×M , e l’element neutre
de G.
2. Ψ(g,Ψ(h, x)) = Ψ(gh, x) quan els dos membres estiguin definits.
3. Ψ(e, x) = x per a tot x ∈M .
Es denota per Ψg l’aplicacio´ a M associada a g tal que Ψg(x) = Ψ(g, x), i per Ψx l’aplicacio´ de G a M tal que
Ψx(g) = Ψ(g, x). Els seus dominis es denoten Mg i Gx respectivament. Un subconjunt N ⊂ M es diu que e´s
localment (globalment) invariant per G si per a cada x ∈ N existeix un entorn U ⊂ Gx (U = Gx) de e tal que
Ψx(U) ⊂ N .
Si no cal especificar l’aplicacio´ Ψ el grup local de transformacions s’identifica amb G. Notem que la propietat
2 implica que (Ψg)−1 = Ψg−1 , aix´ı que Ψg e´s un difeomorfisme entre els oberts Mg i Mg−1 . Les dues u´ltimes
propietats so´n els axiomes que defineixen una accio´ de G sobre M en el cas que D = G×M .
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Definicio´ 3.11. Sigui G un grup local de transformacions de (E, pi,M). Si per cada g ∈ G, Ψg e´s un automor-
fisme local de pi es diu que G e´s projectable a M . El grup local de transformacions prolongat de G sobre Jkpi e´s
G(k) ≡ (G,Ψk) on
Ψk : G× Jkpi −→ Jkpi
(g, jkpφ) 7−→ jkΨg(jkpφ)
Definicio´ 3.12. Sigui S ⊂ Jkpi una relacio´ diferencial sobre pi. Un grup de simetria de (la relacio´ diferencial)
S e´s un grup local de transformacions G de E tal que G te´ com a mı´nim dimensio´ 1 i per cada g ∈ G, Ψg e´s una
simetria de S. Un grup de simetria de l’equacio´ diferencial definida per S e´s un grup local de trnsformacions
com l’anterior tal que per cada g ∈ G, Ψg e´s una simetria de l’equacio´ diferencial ∆S .
Es clar que si G e´s un grup de simetria de S aleshores S e´s localment invariant pel grup local de transforma-
cions G(k). Pel lema 3.6 tot grup de simetria de S e´s un grup de simetria de l’equacio´ diferencial corresponent ∆S .
Una simetria Ψg d’una relacio´ diferencial que pertanya a un grup de simetria tambe´ s’anomena col·loquialment
simetria cont´ınua per diferenciar-les de les simetries discretes. Nosaltres utilitzarem en general el terme simetria
per referir-nos a les simetries cont´ınues.
En el que resta de seccio´ veurem que les simetries infinitesimals d’una equacio´ diferencial S donen lloc a un
grup de simetria, i establirem la relacio´ entre invaria`ncia per un grup local de transformacions i invaria`ncia per
un camp vectorial.
Lema 3.13. Sigui X,Y ∈ X(E). Aleshores:
1. λXk + µY k = (λX + µY )k
2. [Xk, Y k] = [X,Y ]k
Demostracio´. L’apartat (1) es dedueix de les expressions coordenades de la definicio´ 2.11. Per (2) cal tenir en
compte que Xk i Y k estan pik,0-relacionats amb X i Y respectivament. Per tant [Xk, Y k] esta` pik,0-relacionat
amb [X,Y ], e´s a dir, Tpik,0[Xk, Y k] = [X,Y ] ◦ pik,0. Fent la prolongacio´ k-e`sima a banda i banda obtenim
[Xk, Y k] = [X,Y ]k.
Teorema 3.14. Sigui S una relacio´ diferencial sobre pi. El conjunt de simetries infinitesimals de S forma una
a`lgebra de Lie g a X(E). Suposem que g e´s de dimensio´ finita i sigui G un grup de Lie connex amb a`lgebra de
Lie g. El grup G defineix un grup de transformacions de E i e´s un grup de simetria de S.
Demostracio´. Denotem per g el conjunt de simetries infinitesimals de S. El producte a g e´s el pare`ntesi de Lie
[ , ] de camps vectorials. Hem de veure que [X,Y ] e´s una simetria infinitesimal de S. Aixo` es dedueix de les
proposicions 3.13(2), 1.5 i 1.4 .
Ara suposem que g te´ dimensio´ finita s, base X1, . . . , Xs i sigui G el grup de Lie simplement connex amb
a`lgebra de Lie g. El grup G defineix un grup local de transformacions de E amb l’aplicacio´ Ψ definida de la
manera segu¨ent. Sigui Ψg l’aplicacio´ associada a g ∈ G. Com que G e´s connex, la proposicio´ A.12 assegura que
qualsevol g ∈ G es pot escriure com
r∏
i=1
exp(ti1X1) · · · exp(tisXs)
Per tant, per la definicio´ de grup local de transformacions:
Ψg =
r∏
i=1
Ψexp(ti1X1) ◦ · · · ◦Ψexp(tisXs) (3.1)
i definim Ψexp(tXi)(x) = FXi(t, x). Com que cada F
t
Xi
e´s un isomorfisme local del fibrat pi, Ψg tambe´ ho e´s.
Pel fet que Xi e´s una simetria infinitesimal, de la observacio´ 3.7 es dedueix que F tXki
(jkpφ) = j
k
pF
t
Xi
(jkpφ) ∈ S si
jkpφ ∈ S. Aplicant aixo` per j = 1, . . . , s i i = 1, . . . , k a la igualtat que s’obte´ de (3.1)
jkΨg =
r∏
i=1
jkΨexp(ti1X1) ◦ · · · ◦ jkΨexp(tisXs) (3.2)
es dedueix que per tot g ∈ G, si jkpφ ∈ S llavors jkpΨg(jkpφ) ∈ S. Per tant, Ψkg(S) ⊂ S per tot g ∈ G, e´s a dir, S
e´s invariant per G(k). E´s a dir, G un grup de simetria de S.
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El fet que una relacio´ diferencial S sigui invariant per un grup local de transformacions G es pot interpretar
d’una manera equivalent.
Proposicio´ 3.15. S e´s invariant per un grup de Lie G projectable si i nome´s si per tot v ∈ g el camp vectorial
fonamental Zv (definicio´ A.13) e´s una simetria infinitesimal de S. En aquest cas S e´s invariant per l’a`lgebra
de Lie dels camps vectorials fonamentals, que e´s isomorfa a g.
Demostracio´. En efecte, si S e´s invariant per G, en particular S e´s invariant per jkΨexp tv amb v ∈ g, e´s a dir,
tenint en compte la proposicio´ A.15, S e´s invariant per jkF tZv , i aquesta prolongacio´ coincideix amb F
t
(Zv)k per
l’observacio´ 3.7, aix´ı que S e´s invariant per (Zv)k.
Rec´ıprocament, si S e´s invariant per (Zv)k, seguint els mateixos passos en sentit invers, S e´s invariant per
jkΨexp tv, e´s a dir, si jkpφ ∈ S aleshores jkΨexp tv(jkpφ) ∈ S per t en un entorn de 0. Ara utilitzant l’equacio´
(3.2) com a la segona part de la prova del teorema 3.14 obtenim que jkpΨg(j
k
pφ) ∈ S per tot g ∈ G, e´s a dir, S
e´s invariant per G.
A la primera part del teorema 3.14 hem vist que el conjunt de simetries infinitesimals forma una a`lgebra de
Lie, que e´s isomorfa a g per la proposicio´ A.14.
Fins aqu´ı hem vist que una condicio´ suficient per tal que un grup local de transformacions sigui un grup de
simetria d’una relacio´ diferencial S e´s que els seus camps vectorials fonamentals siguin simetries infinitesimals
de S. Ens preguntem si els camps fonamentals d’un grup de simetria de ∆S han de ser necessa`riament simetries
infinitesimals de S. Aquesta qu¨estio´ la resoldrem a la seccio´ 3.4. L’objectiu e´s trobar el grup de simetria me´s
general que admet una equacio´ diferencial ∆S . De moment sabem descriure els grups de simetria que s’obtenen
a partir de les simetries infinitesimals.
3.3 Exemple d’aplicacio´
Tot seguit descrivim el me`tode per trobar simetries d’una equacio´ diferencial. Despre´s l’apliquem en un exemple
pra`ctic.
Sigui X = Xi ∂∂xi + X
α ∂
∂uα ∈ X(E) i S una equacio´ diferencial definida localment per H : Jkpi −→ Rp.
Volem determinar les coordenades de X per a que sigui una simetria infinitesimal de S. Seguirem el procediment
segu¨ent:
1. Calcular Xr on r e´s l’ordre de S.
2. Calcular LXr (F i)|S i imposar que aquesta funcio´ s’anul·li sobre S.
3. Resoldre les equacions en derivades parcials lineals en Xi i Xα obtingudes al pas 2.
4. Calcular l’a`lgebra de Lie que generen els camps vectorials solucio´ del pas 3.
5. Per cada solucio´ de 3, calcular el grup de simetria que genera.
6. Donada una solucio´ φ de S, calcular les solucions transformades de φ per les simetries.
Expliquem me´s precisament els punts 2 i 3. Denotem per Gi la funcio´ LXr (Hi), que depe`n de les variables
(xi, uα, uαI ) i les inco`gnites (X
i, Xα, ∂IX
i, ∂IX
α). Per tal que X sigui una simetria infinitesimal de S cal que
per tot jkpφ ∈ S es compleixi Gi(jkpφ) = 0. Sigui G
i
= Gi|S . Si escrivim la darrera condicio´ en coordenades
veiem que hem de determinar (Xi, Xα) de manera que per a tot (xi, uα, uαI ) ∈ S es compleixi
G
i
(xi, uα, uαI , X
i, Xα, ∂IX
i, ∂IX
α) = 0
Com que en l’equacio´ anterior les coordenades uαI so´n lliures, cal determinar les funcions X
i(xi, uα), Xα(xi, uα)
de manera que anul·li cada terme en que` apareix una variable uαI . L’anul·lacio´ de cadascun d’aquests termes
determinara` les equacions en derivades parcials lineals que hauran de complir Xi i Xα.
Desenvolupem el me`tode en el cas de l’equacio´ d’ones uxx + uyy = utt, el qual e´s un exemple a [Olv].
Establim primer el marc en que` treballem: M = R3 amb variables (t, x, y), E = R3 × R amb variables
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(t, x, y;u), pi(t, x, y, u) = (t, x, y). Com que l’equacio´ e´s de segon ordre hem de considerar el segon espai de jets
J2pi = R3 ×R ×R3 ×R6 amb variables (t, x, y;u;ut, ux, uy;utt, utx, uty, uxx, uxy, uyy) i la relacio´ diferencial
S = {jφp ∈ J2pi| (uxx + uyy − utt)(j2pφ) = 0}, que esta` definida globalment per H : J2pi −→ R,
H = uxx + uyy − utt
Prosseguim amb cada punt del me`tode. Utilitzem la segu¨ent notacio´, que e´s me´s compacta. Sigui z ∈ {t, x, y},
∂nf
∂z1 · · · ∂zn = fz1···zn ,
∂
∂z
= ∂z,
d
dz
= dz
Recordem que segons l’expressio´ (2.10) tenim
d
dz
= ∂z + uz∂u + uzt∂ut + uzx∂ux + uzy∂uy (3.3)
(1) Sigui X = τ∂t + ξ∂x + η∂y + ψ∂u ∈ X(E). Hem de calcular X2 ∈ X(J2pi) ja que S te´ ordre 2. En
coordenades X2 el denotem
X2 = τ∂t + ξ∂x + η∂y + ψ∂u + ψt∂ut + ψ
x∂ux + ψ
y∂uy + ψ
tt∂utt + ψ
xx∂uxx +
+ψyy∂uyy + ψ
tx∂utx + ψ
ty∂uty + ψ
xy∂uxy
De fet no cal que calculem totes les seves components ja que quan fem LX2(F )|S nome´s apareixen les coordenades
ψtt, ψxx, ψyy.
Utilitzem la fo´rmula (2.11):
ψtt = dt(dtψ)− dt(dtτ)ut − dt(dtξ)ux − dt(dtη)uy − 2dtτutt − 2dtξutx − 2dtηuty
ψxx = dx(dxψ)− dx(dxτ)ut − dx(dxξ)ux − dx(dxη)uy − 2dxτutx − 2dxξuxx − 2dxηuxy
ψyy = dy(dyψ)− dy(dyτ)ut − dy(dyξ)ux − dy(dyη)uy − 2dyτuty − 2dyξuxy − 2dyηuyy
i calculem cadascuna de les coordenades tenint en compte (3.3), per exemple,
dt(dtψ) = dt(ψt + utψu) = ψtt + utψtu + utψtu + u2tψuu + uttψu
(2) Quan calculem LX2(H) = 0 obtenim ψxx + ψyy − ψtt = 0, que una vegada calculats els coeficients
ψxx, ψyy, ψtt i posant uxx + uyy = utt queda
0 = (−2ψtu + τtt − τxx − τyy)ut + (2ψxu + ξtt − ξxx − ξyy)ux + (2ψyu + ηtt − ηxx − ηyy)uy+
+ (−ψuu + 2τuu)u2t + (ψuu − 2ξxu)u2x + (ψuu − 2ηyu)u2y + (2ξtu − 2ξxu)uxut + (2ηtu − 2τyu)uyut+
+ 2τuuxxut − 2ξuuxxux + 2τuuyyut − 2ηuuyyuy + 2ξuutxut + 2ηuutyut − 2τuutxux − 2ηuuxyux−
− 2τuutyuy − 2ξuuxyuy + τuuu3t − ξuuu3x − ηuuu3y + ξuuuxu2t + ηuuuyu2t − τuuutu2x − ηuuuyu2x−
− τuuutu2y − ξuuuxu2y + (2τt − 2ξx)uxx + (2τt − 2ηy)uyy + (2ξt − 2τx)utx + (2ηt − 2τy)uty−
− (ξy + ηx)uxy + ψxx + ψyy − ψtt
(3.4)
Igualant a zero els coeficients de les variables ut, ux, uy, utt, utx, uty, uxx, uxy, uyy s’obtenen equacions (no
independents) que determinen les simetries infinitesimals de S. Vegem quines so´n aquestes equacions a mesura
que les resolem.
(3) Els coeficients dels termes de la forma uvwuv, uvwuw (v, w ∈ {t, x, y}) indiquen que τ, ξ, η no depenen de
u. Els termes amb utx, uty, uxy impliquen
ξy + ηx = 0, ξt − τx = 0, ηt − τy = 0 (3.5)
Els termes amb utt, uxx, uyy impliquen
τt = ξx = ηy (3.6)
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De les equacions (3.5),(3.6) es dedueix que les derivades d’ordre 3 de τ, ξ, η so´n zero. Per exemple,
τttt = ξttx = τtxx = ηxxy = −ξxyy = −τtyy = −ηtty = −τttt
ξtxy = −ηtxx = −τxxy = −ξtxy
Per tant, τttt = 0, ξtxy = 0 i totes les altres derivades d’ordre 3 tambe´ s’anul·len. Aix´ı que τ, ξ, η so´n polinomis
en t, x, y de segon grau. Utilitzant de nou (3.5) i (3.6) es pot veure que so´n de la forma
τ = c1 + c4x+ c7y + c5t+ c8(x2 + y2 + t2) + 2c9xt+ 2c10yt
ξ = c2 + c5x− c6y + c4t+ 2c8xt+ c9(x2 − y2 + t2) + 2c10xy
η = c3 + c6x+ c5y + c7t+ 2c8yt+ 2c9xy + c10(−x2 + y2 + t2)
Nome´s queda per determinar ψ. Del coeficient de u2t (o u
2
x o u
2
y) es dedueix que ψuu = 0, per tant, ψ(t, x, y, u) =
β(t, x, y)u+α(t, x, y). Dels termes lineals en ut, ux, uy i el terme constant es dedueix: 2βx = ξxx+ξyy−ξtt, 2βy =
ηxx + ηyy − ηtt, 2βt = τtt − τxx − τyy, αtt −αxx −αyy = 0. Es dedueix que α e´s una solucio´ de l’equacio´ d’ones
i que β e´s un polinomi lineal en t, x, y de la forma β = c11 − c8t− c9x− c10y.
El conjunt de simetries infinitesimals de S e´s el conjunt de camps vectorials obtinguts en variar les con-
stants reals ci i les solucions α(t, x, y) de l’equacio´ d’ones (que determinen ψ(t, x, y, u)). Aix´ı que les simetries
infinitesimals estan generades pels camps vectorials
∂t, ∂x, ∂y (3.7)
rtx = x∂t + t∂x, rty = y∂t + t∂y, rxy = −y∂x + x∂y (3.8)
d = t∂t + x∂x + y∂y (3.9)
it = (x2 + y2 + t2)∂t + 2xt∂x + 2yt∂y − tu∂u
ix = 2xt∂t + (x2 − y2 + t2)∂x + 2xy∂y − xu∂u
iy = 2yt∂t + 2xy∂x + (−x2 + y2 + t2)∂y − yu∂u
 (3.10)
u∂u, vα = α(t, x, y)∂u (3.11)
on αxx + αyy = αtt.
(4) A partir d’aquests camps vectorials es poden calcular els seus pare`ntesis de Lie per obtenir les constants
d’estructura de l’a`lgebra de Lie. Segons els teoremes A.16 i A.17 l’a`lgebra de Lie identifica de forma u´nica
el grup local de transformacions, llevat d’isomorfismes, que deixa invariant la relacio´ diferencial S. Aquests
teoremes nome´s s’apliquen si l’a`lgebra de Lie e´s de dimensio´ finita, aix´ı que en aquest exemple haur´ıem de
considerar l’a`lgebra de Lie dels camps vectorials anteriors excepte vα.
∂t ∂x ∂y rtx rty rxy d it ix iy u∂u vα
∂t 0 0 0 ∂x ∂y 0 ∂t w 2rtx 2rty 0 vαt
∂x 0 0 0 ∂t 0 ∂y ∂x 2rtx w −2rxy 0 vαx
∂y 0 0 0 0 ∂t −∂x ∂y 2rty 2rxy w 0 vαy
rtx −∂x −∂t 0 0 rxy rty 0 ix it 0 0 vxαt+tαx
rty −∂y 0 −∂t −rxy 0 −rtx 0 iy 0 it 0 vyαt+tαy
rxy 0 −∂y ∂x −rty rtx 0 0 0 −iy ix 0 v−yαx+xαy
d −∂t −∂x −∂y 0 0 0 0 it ix iy 0 vtαt+xαx+yαy
it −w −2rtx −2rty −ix −iy 0 −it 0 0 0 0 (Litα+ tα) ∂u
ix −2rtx −w −2rxy −it 0 iy −ix 0 0 0 0 (Lixα+ xα) ∂u
iy −2rty 2rxy −w 0 −it −ix −iy 0 0 0 0
(Liyα+ yα) ∂u
u∂u 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −vα
on w = 2d − u∂u i α(t, x, y) e´s una solucio´ de l’equacio´ d’ones. Hem estalviat l’espai de la fila que
correspon a vα, els camps vectorials que hi apareixen so´n o`bviament els oposats dels de la darrera colum-
na. Es pot comprovar que les aplicacions components dels camps de l’u´ltima columna so´n solucions de l’equacio´
d’ones.
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(5) En primer lloc notem que cada camp vectorial X de (3.7)–(3.11) e´s projectable a M , aix´ı que donen
lloc a un grup de simetria de S. Al teorema 3.14 hem vist que el grup de simetria generat per X ve donat pel
seu flux. Per exemple, el camp X = ∂t, genera les simetries fε(t, x, y, u) = FX(ε, t, x, y, u) = (t + ε, x, y, u) on
ε ∈ R. Els camps de (3.7) generen translacions i so´n obviament simetries per la forma de l’equacio´ d’ones. El
mateix podem dir de les simetries obtingudes de (3.11) i de (3.9); les primeres so´n de la forma fε(t, x, y, u) =
(t, x, y, eεu) i fε(t, x, y, u) = (t, x, y, u+ εα(t, x, y)), i les segones so´n fε(t, x, y, u) = (eεt, eεx, eεy, u), totes dues
so´n consequ¨e`ncia de la linealitat de l’equacio´ d’ones. Els camps de (3.8) generen simetries anomenades rotacions
hiperbo`liques. Integrant-los s’obtenen les simetries
(t, x, y) 7→ (x sinh(ε) + t cosh(ε), x cosh(ε) + t sinh(ε), y)
(t, x, y) 7→ (y sinh(ε) + t cosh(ε), x, y cosh(ε) + t sinh(ε))
(t, x, y) 7→ (t, x cos(ε)− y sin(ε), x sin(ε) + y cos(ε))
Finalment, els camps (3.10) generen simetries anomenades inversions. Per exemple, integrant itx s’obte´
(t, x, y) 7→
(
t+ ε
(
x2 + y2 − t2)
1− 2εt− ε2 (x2 + y2 − t2) ,
x
1− 2εt− ε2(x2 + y2 − t2) ,
y
1− 2εt− ε2(x2 + y2 − t2)
)
u 7→
√
1− 2εt− ε2(x2 + y2 − t2)u
(6) Donada una solucio´ φ(t, x, y) = (t, x, y, φu(t, x, y)) i una simetria f˜ de S, sabem que f˜ [φ] tambe´ e´s una
solucio´. Per exemple, si (f, f) e´s la translacio´ de la variable t,
fε(t, x, y, u) = (t+ ε, x, y, u),
llavors
f˜ [φ](t, x, y) = f ◦ φ ◦ f−1(t, x, y) = f ◦ φ(t− ε, x, y) = f(t− ε, x, y, φu(t− x, x, y)) = (t, x, y, φu(t− ε, x, y)
Com que f˜ [φ] e´s una seccio´ nome´s cal determinar la seva coordenada u: fu(φ(f
−1
(t, x, y))). Notem que si
(fε, fε) ve donat pel flux d’un camp vectorial llavors f
−1
ε = f−ε. Tambe´ es poden transformar solucions
component diversos fluxos, aix´ı per exemple component translacions i dilatacions s’obte´ la solucio´ transformada
φ˜(t, x, y) = (t, x, y, λ4φu(µt+ λ1, µx+ λ2, µy + λ3))
Per obtenir qualsevol altra simetria de la relacio´ diferencial S nome´s cal fer mu´ltiples composicions dels fluxos
dels camps vectorials (3.7)–(3.11).
Amb aquest me`tode hem trobat totes les simetries infinitesimals de la relacio´ diferencial S. No obstant
ens podr´ıem preguntar si existeixen simetries de la relacio´ diferencial S que no provinguin d’una simetria
infinitesimal. Per exemple una simetria discreta e´s (t, x, y, u) 7→ (t, y, x, u) ja que en l’equacio´ d’ones les variables
x i y so´n intercanviables. Deixant de banda les simetries no cont´ınues, la qu¨estio´ a resoldre e´s si les simetries
infinitesimals de l’equacio´ d’ones ∆S so´n alhora simetries de la relacio´ diferencial S. A la segu¨ent seccio´ resoldrem
aquesta qu¨estio´.
3.4 Solubilitat local
L’objectiu d’aquesta seccio´ e´s demostrar que tot grup de simetria de l’equacio´ diferencial ∆S e´s un grup de
simetria de S. Per la proposicio´ 3.15 aixo` e´s equivalent a que els camps vectorials fonamentals d’un grup de
simetria d’una equacio´ diferencial necessa`riament siguin simetries infinitesimals. Com a consequ¨e`ncia d’aquest
resultat nome´s els grups de simetria de S so´n grups de simetria de ∆S . Aix´ı si amb el me`tode de la seccio´
anterior determinem el grup de transformacions (connex) me´s general que e´s grup de simetria de S obtindrem
el grup de simetria me´s general que deixa invariant el conjunt de solucions. L’avantatge que ens do´na aquest
resultat e´s que la invaria`ncia es pot verificar amb el criteri infinitesimal me´s fa`cilment que la condicio´ de simetria.
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No obstant, per demostrar que S e´s invariant per un grup de simetria de l’equacio´ diferencial ∆S sera` necessari
considerar hipo`tesis addicionals. Primer veurem exemples que mostren la necessitat de considerar aquestes
hipo`tesi i despre´s demostrarem el rec´ıproc de la proposicio´ 3.6.
Sigui G un grup de simetria connex d’una equacio´ diferencial ∆S . Llavors cada difeomorfisme Ψg transforma
solucions en solucions, pero` no es pot assegurar que S sigui invariant per G, e´s a dir, no sabem si per cada
punt jkpφ de S la seva imatge per j
kΨg, amb g en un entorn del neutre, pertany tambe´ a S. Si φ e´s solucio´ de
S definida en un obert W , llavors Ψ˜g[φ] tambe´ e´s una solucio´ de S definida a Ψg(W ), de manera que per tota
solucio´ φ, jkΨg deixa invariant el conjunt jkφ(W ) ⊂ S. Malauradament no tot punt de S pertany a una solucio´
de S.
Definicio´ 3.16. Una relacio´ diferencial S, o l’equacio´ diferencial corresponent ∆S , s’anomena localment soluble
a jkpψ si existeix una solucio´ φ ∈ ΓW (pi), p ∈ W , de S tal que jkpψ = jkpφ. Es diu que S, o ∆S , e´s localment
soluble si ho e´s en cada punt de S.
Si S e´s una equacio´ diferencial ordina`ria la condicio´ de solubilitat local e´s equivalent a l’existe`ncia de solucio´
al problema de valor inicial associat a S. En el cas que S sigui en derivades parcials, la condicio´ de solubilitat
local e´s completament diferent als problemes habituals de Cauchy o de condicions a la frontera.
Exemple 3.17. Considerem de nou l’equacio´ d’ones uxx + uyy − utt = 0 i la condicio´ de solubilitat local a
j2pψ amb coordenades (t
0, x0, y0;u0;u0t , u
0
x, u
0
y;u
0
tt, . . . , u
0
yy) tals que u
0
xx + u
0
yy = u
0
tt. Una solucio´ φ tal que
j2pψ = j
2
pφ pot ser per exemple el polinomi quadra`tic
φu(t, x, y) = u0 + u0t (t− t0) + u0y(y − y0) + u0x(x− x0) +
1
2
u0xx((t− t0)2 + (x− x0)2) +
+
1
2
u0yy((t− t0)2 + (y − y0)2) + u0tx(t− t0)(x− x0) + u0ty(t− t0)(y − y0) +
+u0xy(x− x0)(y − y0)
Per tant l’equacio´ d’ones e´s localment soluble. 
Vegem un exemple d’un sistema no localment soluble.
Exemple 3.18. Sigui M = R2, E = R2 ×R i S ⊂ J1pi la relacio´ diferencial definida per
{(x, y, u, ux, uy) ∈ J1pi| ux = yu, uy = 0}
Si u n’e´s una solucio´, derivant les dues equacions, la primera respecte a y i la segona respecte a x, obtenim
0 = uxy = yux + u = (y2 + 1)u, d’on resulta que l’u´nica solucio´ e´s u(x, y) = 0.
Aixo` implica que una transformacio´ qualsevol f : E −→ E que apliqui R2×{0} en ell mateix e´s una simetria
de ∆S . Per exemple, el camp vectorial X = ∂y, amb flux F εX(x, y, u) = (x, y+ε, u), e´s una simetria infinitesimal
de ∆S .
Tanmateix, S nome´s e´s localment soluble en els punts (x0, y0, 0, 0, 0), i no en (x0, y0, u0, y0u0, 0) si u0 6= 0.
Per tant, les simetries de ∆S poden no ser simetries de la relacio´ diferencial. Efectivament,
j1F εX(x, y, u, ux, uy) = (x, y + ε, u, ux, uy)
no deixa S invariant.
Ana`logament amb el camp vectorial prolongat X1 = ∂y:
LX1(ux − yu) = −u, LX1uy = 0
on veiem que X1 nome´s es tangent a S en els punts on u = 0, de manera que no e´s una simetria infinitesimal
de S. 
Altres exemples de sistemes no localment solubles so´n aquells en que` les condicions d’integrabilitat nome´s
es satisfant en un subconjunt de S. Les condicions d’integrabilitat s’obtenen generalment en diferenciar les
equacions de S. Al cap´ıtol 4 veurem un exemple d’equacio´ en derivades parcials no localment soluble en el qual
no coincideixen les simetries de S i ∆S .
Per provar la invaria`ncia d’una equacio´ diferencial S per un grup de simetria de ∆S sera` suficient provar
primer el rec´ıproc del lema 3.6.
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Lema 3.19. Sigui S una equacio´ diferencial localment soluble. Sigui (g, g) : pi−11 (V ) ⊂ Jkpi −→ Jkpi un mor-
fisme local del fibrat pi1 tal que g : V −→ g(V ) e´s un difeomorfisme, (g, g0) e´s un morfisme local de pi1,0 i tal que
g˜0 transforma solucions en solucions. Aleshores S e´s invariant per g.
Demostracio´. Volem veure que g(pi−11 (V ) ∩ S) ⊂ S. Sigui jkpψ ∈ pi−11 (V ) ∩ S. Per la hipo`tesi de solubilitat
local existeix una solucio´ φ ∈ ΓW (pi) de S tal que jkpφ = jkpψ. Podem restringir el domini de φ de manera que
W ⊂ V . Per hipo`tesi g˜0[φ] e´s una solucio´ de S definida a g(W ). Aleshores
g(jkpψ) = g(j
k
pφ) = g˜[j
kφ](g(p)) = jkg(p)g˜0[φ] ∈ S
Com que s’ha demostrat per un punt jkpψ ∈ pi−11 (V ) ∩ S qualsevol S e´s invariant per g.
Teorema 3.20. Sigui S una relacio´ diferencial localment soluble i G un grup de simetria de ∆S. Aleshores G
e´s un grup de simetria de S.
Demostracio´. Com que G e´s un grup de simetria de ∆S per tot g ∈ G jkΨg e´s un morfisme local del fibrat pi1
que transforma solucions en solucions i que es projecta a un difeomorfisme de E. Pel lema 3.19, S e´s invariant
per jkΨg per tot g ∈ G. Aix´ı que S e´s invariant per G(k).
Condicions suficients que assegurin solubilitat local es poden obtenir amb el teorema de Cauchy-Kovalevskaya.
Aquestes qu¨estions es poden trobar a [Olv].
Cap´ıtol 4
Equacions diferencials en fibrats
trivials
En aquest cap´ıtol estudiarem un tipus especial d’equacions en derivades parcials de primer ordre. Aixo` ens
servira` de prea`mbul per a les equacions del cap´ıtol 5. En primer lloc descriurem els fibrats trivials on estan
definides aquestes equacions i veurem com l’espai de jets de primer ordre s’identifica amb co`pies de l’espai tangent
d’una varietat. Les equacions es podran definir per mitja` d’un objecte que anomenarem k-camp vectorial. En
primer lloc establirem quines condicions d’integrabilitat ha de complir aquest k-camp vectorial. En segon lloc
analitzarem les aplicacions que el deixen invariant i les relacionarem amb les simetries de la corresponent relacio´
diferenecial. A la darrera seccio´ calcularem les simetries d’un k-camp vectorial en concret i veurem un segon
exemple d’un k-camp vectorial que no e´s totalment integrable.
4.1 Fibrats de jets d’un fibrat trivial
Identifiquem les aplicacions entre les varietats M i N amb les seccions del fibrat trivial pr1 : M ×N −→M .
Definicio´ 4.1. Definim r-jet d’una aplicacio´ f : M −→ N com jr(IdM , f) on (IdM , f) : M −→M ×N e´s una
seccio´ del fibrat trivial pr1 : M ×N −→M , i el denotem per jrf . El conjunt de r-jets d’aplicacions de M a N
e´s Jr(M,N) ≡ Jr(pr1). Identifiquem per Jrp (M,N) = ((pr1)1)−1(p) els r-jets d’aplicacions amb punt base p, i
per Jr(M,N)q = ((pr1)1,0)−1(q) els r-jets d’aplicacions amb punt imatge q.
En els resultats que segueixen exposarem la manera d’identificar l’espai de jets de primer ordre dels fibrats
trivials Rk × Q i Q ×Rk amb co`pies de l’espai tangent TQ i l’espai cotangent T ∗Q, respectivament. Tambe´
identificarem les prolongacions de morfismes amb co`pies de l’aplicacio´ tangent o l’aplicacio´ cotangent.
Proposicio´ 4.2. Sigui pi el fibrat trivial (Rk ×Q, pr1,Rk) on Q e´s una varietat de dimensio´ n. Aleshores
J1(Rk, Q) = J1pi ∼= Rk × J10pi
on J10pi = (pi1)
−1(0), i a me´s,
J10pi
∼= TQ⊕Q k· · · ⊕QTQ
Demostracio´. Sigui j1pφ ∈ J1pi, denotem per p + q la suma de dos vectors de Rk. Com que φ ∈ Γp(pi), podem
definir ψ ∈ Γ0(pi) per ψ(q) = (q,pr2(φ(p+ q))) (de fet ψ = f˜p[φ] on fp(q, x) = (q + p, x)). Sigui l’aplicacio´
J1pi → J10pi
j1pφ 7→ j10ψ
la qual esta` ben definida. En efecte, siguin (ti, qα) coordenades a Rk ×Q; per la regla de la cadena
∂(qα ◦ ψ)
∂ti
∣∣∣∣
0
=
∂(qα ◦ φ)
∂ti
∣∣∣∣
p
(4.1)
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aix´ı que si j1pφ1 = j
1
qφ2, j
1
pφ1 te´ imatge j
1
0ψ1 i j
1
qφ2 te´ imatge j
1
0ψ2 tenim p = q, ψ1(0) = φ1(p) = φ2(p) = ψ2(0)
i
∂(qα ◦ ψ1)
∂ti
∣∣∣∣
0
=
∂(qα ◦ φ1)
∂ti
∣∣∣∣
p
=
∂(qα ◦ φ2)
∂ti
∣∣∣∣
p
=
∂(qα ◦ ψ2)
∂ti
∣∣∣∣
0
1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ α ≤ n
e´s a dir, j10ψ1 = j
1
0ψ2. Dit d’una altra manera, j
1
0ψ nome´s depe`n de φ(p) i el valor de les primeres derivades de
φ a p.
Ara podem definir l’aplicacio´
F : J1pi → Rk × J10pi
j1pφ 7→ (p, j10ψ)
que e´s un difeomorfisme. En efecte, si j1pφ1 i j
1
qφ2 tenen la mateixa imatge (p, j
1
0ψ1) = (q, j
1
0ψ2) aleshores p = q,
φ1(p) = ψ1(0) = ψ2(0) = φ2(p) i per (4.1)
∂(qα ◦ φ1)
∂ti
∣∣∣∣
p
=
∂(qα ◦ ψ1)
∂ti
∣∣∣∣
0
=
∂(qα ◦ ψ2)
∂ti
∣∣∣∣
0
=
∂(qα ◦ φ2)
∂ti
∣∣∣∣
p
1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ α ≤ n
e´s a dir, j1pφ1 = j
1
pφ2, F e´s injectiva. Si ψ ∈ Γ0(pi) aleshores la seccio´ φ(q) = (q,pr2(ψ(q − p))) ∈ Γp(pi) e´s
l’antiimatge de (p, j10ψ). De les igualtats ψ(0) = φ(p) i (4.1) es dedueix que l’expressio´ en coordenades de F e´s
(ti, qα, qαi ) 7→ (ti, qα, qαi ) i per tant F i F−1 so´n diferenciables.
Considerem l’aplicacio´ (identificant φ amb pr2(φ))
Λ : J10pi → TQ⊕Q
k· · · ⊕QTQ ≡
k⊕ TQ
j10φ 7→
(
T0φ
(
∂
∂t1
)
, · · · , T0φ
(
∂
∂tk
))
que esta` ben definida ja que j10φ = j
1
0ψ si, i nome´s si,
∂(qα◦φ)
∂ti
∣∣∣
p
= ∂(q
α◦ψ)
∂ti
∣∣∣
p
per 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ α ≤ n, i aixo` e´s
equivalent a T0φ
(
∂
∂ti
)
= T0ψ
(
∂
∂ti
)
. Aix´ı tambe´ queda demostrada la injectivitat de Λ. Per l’exhaustivitat, sigui
(v1p , . . . , vkp) ∈ ⊕kTpQ, usant funcions altipla` sabem que existeixen k camps vectorials Xi ∈ X(Q) (1 ≤ i ≤ k)
tals que Xi(p) = vip . Cada camp defineix una corba integral γ
i(ti) per p. Llavors definim la seccio´ local de pi
segu¨ent que e´s l’antiimatge buscada: φ(t) = (t, q−1(
∑
i q(γ
i(ti))), on t = (t1, . . . , tk) pertany a un entorn prou
petit de 0 per tal que les coordenades q = (q1, . . . , qn) estiguin definides. De fet hem demostrat que l’aplicacio´
(Λ, IdQ) e´s un isomorfisme entre els fibrats (J10pi, pi1,0, Q) i (⊕kTQ, τ,Q).
Per tant al fibrat (Rk × Q,pr1,Rk) podem identificar j1t φ amb (t, Ttφ(∂t1), . . . , Ttφ(∂tk)) (cal notar que
T0ψ = Ttφ).
Proposicio´ 4.3. Sigui idRk × Φ un automorfisme del fibrat (Rk × Q, pr1,Rk), on Φ e´s un difeomorfisme de
Q. La primera prolongacio´ de idRk × Φ, es pot identificar amb l’aplicacio´
T 1kΦ : ⊕kTQ −→ ⊕kTQ
(v1, . . . , vk) 7−→ (TΦ(v1), . . . , TΦ(vk))
Demostracio´. Per simplificar la notacio´ identificarem Φ amb idRk ×Φ. Sigui ψ ∈ J1pr1 i calculem j1Φ(j1t ψ) =
j1t (Φ˜[j
1ψ]) = j1t (Φ ◦ ψ). El resultat es dedueix dels fets segu¨ents: podem obviar la projeccio´ de j1Φ a Rk e´s
la identitat, T (Φ ◦ ψ) = TΦ ◦ Tψ, j1t ψ s’identifica amb (t, Ttψ(∂t1), . . . , Ttψ(∂tk)) i j1t (Φ ◦ ψ) s’identifica amb
(t, Tt(Φ ◦ ψ)(∂t1), . . . , Tt(Φ ◦ ψ)(∂tk)).
Observacio´ 4.4. Siguin (ti, qα, qαi ) coordenades a J
1pi i (qi, viA) coordenades a TQ. En ⊕kTQ es poden definir
les coordenades (qi, viA), A = 1, . . . , k, on el sub´ındex A indica la co`pia TQ on estan definides les coordenades
viA. Aleshores les coordenades (q
i, viA) en ⊕kTQ es corresponen a les coordenades (qi, qiA).
Proposicio´ 4.5. Sigui pi el fibrat trivial (Q×Rk, pr1, Q) on Q e´s una varietat de dimensio´ n. Aleshores
J1(Q,Rk) = J1pi ∼= (J1pi)0 ×Rk
on (J1pi)0 = (pr2 ◦ pi1,0)−1(0), i a me´s,
(J1pi)0 ∼= T ∗Q⊕Q k· · · ⊕QT ∗Q
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Demostracio´. Sigui j1pφ ∈ J1pi. Com que φ ∈ Γp(pi), podem definir ψ ∈ Γp(pi) per ψ(q) = (q,pr2(φ(q)) −
pr2(φ(p))) (de fet ψ = f˜p[φ] on fp(q, x) = (q, x− pr2(φ(p))) ). Sigui l’aplicacio´
J1pi → (J1pi)0
j1pφ 7→ j1pψ
que esta` ben definida. En efecte, siguin (qi, xα) coordenades a Q×Rk; per la regla de la cadena
∂(xα ◦ ψ)
∂qi
∣∣∣∣
p
=
∂(xα ◦ φ)
∂qi
∣∣∣∣
p
(4.2)
aix´ı que si j1pφ1 = j
1
qφ, j
1
pφ1 te´ imatge j
1
pψ1 i j
1
qφ2 te´ imatge j
1
qψ2 tenim p = q, ψ1(p) = 0 = ψ2(p) i
∂(xα ◦ ψ1)
∂qi
∣∣∣∣
p
=
∂(xα ◦ φ1)
∂qi
∣∣∣∣
p
=
∂(xα ◦ φ2)
∂qi
∣∣∣∣
p
=
∂(xα ◦ ψ2)
∂qi
∣∣∣∣
p
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ α ≤ k
e´s a dir, j1pψ1 = j
1
pψ2. Dit d’una altra manera, j
1
pψ nome´s depe`n p i el valor de les primeres derivades de φ a p.
Ara podem definir l’aplicacio´
F : J1pi → (J1pi)0 ×Rk
j1pφ 7→ (j1pψ, φ(p))
que e´s un difeomorfisme. En efecte, si j1pφ1 i j
1
qφ2 tenen la mateixa imatge (j
1
pψ1, φ1(p)) = (j
1
qψ2, φ2(q)) aleshores
φ1(p) = φ2(q), p = q i
∂(xα ◦ φ1)
∂qi
∣∣∣∣
p
=
∂(xα ◦ ψ1)
∂qi
∣∣∣∣
0
=
∂(xα ◦ ψ2)
∂qi
∣∣∣∣
0
=
∂(xα ◦ φ2)
∂qi
∣∣∣∣
p
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ α ≤ k
e´s a dir, j1pφ1 = j
1
pφ2, F e´s injectiva. Si j
1
pψ ∈ (J1pi)0 aleshores la seccio´ φ(q) = (q,pr2(ψ(q)) + q1) ∈ Γp(pi) e´s
l’antiimatge de (j1pψ, q1). De les igualtats ψ(0) = φ(p) i (4.2) es dedueix que l’expressio´ en coordenades de F e´s
(qi, xα, xαi ) 7→ (qi, xαi , xα) i per tant F i F−1 so´n diferenciable.
Considerem l’aplicacio´ (identificant φ amb pr2(φ))
Λ : (J1pi)0 → T ∗Q⊕Q k· · · ⊕QT ∗Q ≡
k⊕ T ∗Q
j1pφ 7→
(
φ∗(dx1)p, · · · , φ∗(dxk)p
)
que esta` ben definida ja que j1pφ = j
1
pψ si, i nome´s si,
∂(xα◦φ)
∂qi
∣∣∣
p
= ∂(x
α◦ψ)
∂qi
∣∣∣
p
per 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ α ≤ n, i
aixo` e´s equivalent a φ∗(dxi)p = ψ∗(dxi)p. Aix´ı tambe´ queda demostrada la injectivitat de Λ. Per l’exhaus-
tivitat, sigui (α1, . . . , αk) ∈ ⊕kT ∗pQ. Sigui (qi, U) un sistema de coordenades tal que qi(p) = 0 i definim
φ = (φ1, . . . , φk) : Q −→ Rk per φi = αijqj , que e´s l’antiimatge que busquem. De fet hem demostrat que l’apli-
cacio´ (Λ, IdQ) e´s un isomorfisme entre els fibrats ((J1pi)0, pi1, Q) i (⊕kT ∗Q, τ,Q).
Per tant al fibrat (Q×Rk,pr1, Q) podem identificar j1pφ amb (dpφ, φ(p)) = (dpφ1, . . . ,dpφk, φ(p)) (cal notar
que dpψ = dpφ).
Proposicio´ 4.6. Sigui Φ× idRk un automorfisme del fibrat (Q×Rk, pr1, Q), e´s a dir, Φ e´s un difeomorfisme
de Q. La primera prolongacio´ de Φ× idRk es pot identificar amb l’aplicacio´
(T 1k )
∗Φ : ⊕kT ∗Q −→ ⊕kT ∗Q
(α1, . . . , αk) 7−→ (T ∗Φ(α1), . . . , T ∗Φ(αk))
Demostracio´. Per simplificar la notacio´ identifiquem Φ×idRk amb Φ. L’aplicacio´ cotangent T ∗Φ : T ∗Q −→ T ∗Q
esta` definida per 〈T ∗pΦ(ωp), uΦ(p)〉 = 〈ωp, (TpΦ)−1(uΦ(p))〉. Sigui ψ ∈ J1pr1 i calculem j1Φ(j1pφ) = j1p(Φ˜[j1ψ]) =
j1pψ◦Φ−1. Llavors el resultat es dedueix dels fets segu¨ents: podem obviar la projeccio´ de j1Φ a Rk e´s la identitat,
d(ψ ◦ Φ−1) = (Φ−1)∗(dψ) = T ∗Φ(dψ), j1pφ s’identifica amb (dpφ1, . . . ,dpφk, φ(p)) i j1pψ ◦ Φ−1 s’identifica amb
(dp(φ1 ◦ Φ−1), . . . ,dp(φk ◦ Φ−1), φ(p)).
Observacio´ 4.7. Siguin (qi, xα, xαi ) coordenades a J
1pi i (qi, pi) coordenades a T ∗Q. En ⊕kT ∗Q es poden
definir les coordenades (qi, pAi ), A = 1, . . . , k, on el super´ındex A indica la co`pia T
∗Q on estan definides les
coordenades pAi . Aleshores les coordenades (q
i, pAi ) en ⊕kT ∗Q es corresponen a les coordenades (qi, xAi ).
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4.2 Equacions diferencials definides per k-camps vectorials
En aquesta seccio´ presentem les equacions diferencials definides per un k-camp vectorial. En primer lloc ex-
posarem quines condicions so´n suficients per a l’existe`ncia de solucions. Posteriorment identificarem les equa-
cions amb una subvarietat del fibrat de jets adoptant aix´ı el punt de vista del cap´ıtol 3, i relacionarem la
integrabilitat d’un k-camp vectorial amb la solubilitat local.
Definicio´ 4.8. Un k-camp vectorial X = (X1, . . . , Xk) a Q e´s una seccio´ del fibrat (⊕kTQ, τ,Q). El conjunt
de k-camps vectorials sobre Q es denota Xk(Q). El pushforward de X per un difeomorfisme Φ : Q −→ Q a T 1kQ
es defineix per Φ∗X = T 1kΦ ◦X ◦ Φ−1 = (Φ∗X1, . . . ,Φ∗Xk).
Notem que la projeccio´ d’un k-camp vectorial sobre cada component de TQ proporciona un camp vectorial
XA = τA ◦X sobre Q.
Definicio´ 4.9. Una seccio´ integral d’un camp k-vectorial X = (X1, . . . , Xk) passant per q ∈ Q e´s una aplicacio´
ψ : U0 ⊂ Rk −→ Q, 0 ∈ U0, tal que ψ(0) = q i
Ttψ
(
∂
∂tA
∣∣∣∣
t
)
= XA(ψ(t)), t ∈ U0, 1 ≤ A ≤ k (4.3)
Un camp k-vectorial e´s integrable si existeix una seccio´ integral per cada q ∈ Q.
Vegem expl´ıcitament com so´n les equacions (4.3).
∂ψi
∂tA
∣∣∣∣
t
∂
∂qi
∣∣∣∣
ψ(t)
= (XA)i(ψ(t))
∂
∂qi
∣∣∣∣
ψ(t)
, 1 ≤ A ≤ k
e´s a dir
∂ψi
∂tA
∣∣∣∣
t
= (XA)i(ψ(t)), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ A ≤ k (4.4)
Denotarem per ∆X sistema d’equacions definit per un k-camp vectorial X, ja sigui en la forma (4.3) o (4.4).
Exemple 4.10. En el cas k = 1 un 1-camp vectorial s’identifica amb un camp vectorial X sobre Q i les seves
seccions integrals so´n les corbes integrals γ(t) de l’equacio´ diferencial que defineix aquest camp
γ˙(t) =
dγ
dt
(t) = X ◦ γ(t)
Podem interpretar aquest tipus d’equcions diferencials des del punt de vista que hem utilitzat al cap´ıtol 3. Aix´ı
una corba integral γ del camp vectorial X s’identifica amb una seccio´ del fibrat pr1 : R ×Q −→ R i el seu
aixecament al fibrat tangent γ˙ s’identifica amb la primera prolongacio´ j1γ al fibrat de jets R × TQ. 
Condicions d’integrabilitat
Estem interessats en condicions d’integrabilitat que han de complir aquestes equacions. El resultat que donarem
esta` basat en el teorema de Frobenius (vegeu [Lee] o [KMS] per a me´s detalls).
Definicio´ 4.11. Sigui M una varietat. Una distribucio´ tangent a M e´s un subfibrat D de TM . Una subvarietat
immersa N de M e´s una varietat integral de D si TpN = Dp per tot p ∈ N . Una distribucio´ D e´s involutiva si
per qualsevol parell de camps vectorials locals X,Y amb imatge en D aleshores [X,Y ] tambe´ pren valors en D.
Una distribucio´ D e´s integrable si cada punt de M esta` contingut a una varietat integral de D. Una carta (U,ϕ)
de M e´s adaptada a la distibucio´ D si ϕ(U) e´s el producte d’oberts U ′ ×U ′′ ⊂ Rk ×Rn−k, i als punts de U , D
esta` generada pels camps vectorials ∂/∂x1, . . . , ∂/∂xk. En aquest cas el subconjunt {xk+1 = ck+1, . . . , xn = cn},
on ci e´s constant, e´s una varietat integral de D de dimensio´ k i s’anomena varietat paral·lela de U .
Utilitzant la proposicio´ 1.5 es pot demostrar que una distribucio´ integrable e´s involutiva. El rec´ıproc e´s me´s
complicat i s’anomena teorema de Frobenius.
Teorema 4.12 (Frobenius, [Lee]). Una distribucio´ e´s involutiva si i nome´s si e´s integrable.
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El teorema de Frobenius e´s pot aplicar a les equacions en derivades parcials. En particular nosaltres de-
mostrarem la proposicio´ 4.14 que do´na condicions suficients d’integrabilitat, i despre´s l’aplicarem al cas d’equa-
cions diferencials definides per un k-camp vectorial. A la demostracio´ haurem d’utilitzar la segu¨ent
Proposicio´ 4.13 (Estructura local de les varietats integrals, [Lee]). Sigui D una distribucio´ involutiva de
dimensio´ k en una varietat diferencial M , i sigui (U,ϕ) una carta adaptada a D. Si N e´s una varietat integral
de D, llavors N ∩ U e´s una unio´ disjunta d’oberts de k-varietats paral·leles de U , cadascun dels quals e´s obert
a N i immers a M .
Proposicio´ 4.14 ([Lee]). Suposem que U e´s un obert de Rn × Rm, i α = (αij) : U −→Mm×n(R) e´s una
aplicacio´ amb valors matrius tal que
∂αij
∂xk
+ αlk
∂αij
∂zl
=
∂αik
∂xj
+ αlj
∂αik
∂zl
per tot i, j, k (4.5)
on els punts de Rn × Rm es denoten per (x, z) = (x1, . . . , xn, z1, . . . , zm). Les equacions (4.5) es satisfan
si, i nome´s si, per tot (x0, z0) ∈ U , existeixen un entorn V de x0 en Rn i una u´nica aplicacio´ diferenciable
f : V −→ Rm tals que f(x0) = z0 que satisfa` les equacions en derivades parcials
∂f i
∂xj
(x1, . . . , xn) = αij(x
1, . . . , xn, f1(x), . . . , fm(x)) (4.6)
Demostracio´. Si es compleixen les equacions (4.5) aleshores els camps vectorials
Xj =
∂
∂xj
+ αij
∂
∂zi
, j = 1, . . . , n (4.7)
compleixen [Xj , Xk] = 0, i per tant generen una distribucio´ involutiva D en U de dimensio´ n. Pel teorema de
Frobenius per qualsevol punt (x0, z0) ∈ U existeix una varietat integral N de D contenint (x0, z0). Sigui W
un obert de U contenint (x0, z0) i Φ : W −→ Rm una aplicacio´ tal que N ∩W = Φ−1(0). Llavors D(x0,z0) =
T(x0,z0)N = kerT(x0,z0)Φ. Per la forma dels camps Xj , per tot λ
i ∈ R, λi∂/∂zi|(x0,z0) /∈ D(x0,z0). Aix´ı que per
tot λi, T(x0,z0)Φ(λ
i∂/∂zi|(x0,z0)) 6= 0. Aixo` implica que la matriu m×m
∂(Φ1, . . . ,Φm)
∂(z1, . . . , zm)
∣∣∣∣
(x0,z0)
no e´s singular. Pel teorema de la funcio´ impl´ıcita N e´s el graf d’una aplicacio´ f : V −→W ′ tal que f(x0) = z0,
on V e´s un entorn de x0 i W ′ e´s un entorn de z0 . Vegem que f compleix les equacions (4.6). L’espai tangent
a N en un punt (x, z) de N ∩ (V ×W ′) e´s l’espai tangent al graf de f en aquest punt, el qual e´s la imatge de
l’aplicacio´ TxF on F (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)). Aix´ı que els vectors
TxF
(
∂
∂xi
∣∣∣∣
x
)
=
∂
∂xi
∣∣∣∣
x
+
∂f j
∂xi
∣∣∣∣
x
∂
∂zj
∣∣∣∣
f(x)
, i = 1, . . . , n (4.8)
generen T(x,z)N . D’altra banda sabem que T(x,z)N e´s igual a la fibra D(x,z) que esta` generada pels vectors
Xj(x), j = 1, . . . , n, on Xj e´s el camp vectorial definit a (4.7). Comparant les expresions de (4.8) i (4.7) es
dedueix que TxF (∂/∂xi|x) = Xi(x, f(x)) per i = 1, . . . , n, i aixo` implica les equacions (4.6).
Quant a la unicitat, si una altra aplicacio´ g : V −→ Rm satisfa` les propietats de f aleshores per la proposicio´
4.13 els seus grafs estan continguts a la mateixa varietat paral·lela, aix´ı que g i f coincideixen a V .
Quant al rec´ıproc, si una aplicacio´ f satisfa` les equacions (4.6) aleshores es satisfan les equacions (4.5) sobre
el graf de f . Per veure-ho nome´s cal derivar respecte una variable qualsevol les igualtats (4.6) i utilitzar les
igualtats entre derivades creuades. Si per hipo`tesi les equacions (4.6) so´n integrables llavors les equacions (4.5)
seran va`lides a U .
La proposicio´ 4.14 te´ una versio´ geome`trica, la condicio´ suficient per a la integrabilitat e´s que la connexio´
que defineix les equacions (4.6) tingui curvatura zero (vegeu [Sau]).
Identifiquem els elements de la proposicio´ anterior en el cas de les equacions definides per un k-camp
vectorial X. Tenim tA = xA per A = 1, . . . , k, qi = zi per i = 1, . . . ,dim(Q) i αij = (Xj)
i(q1, . . . , qn) per
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j = 1, . . . , k, i = 1, . . . ,dim(Q). En endavant posarem simplement Xij per denotar la component i del camp
vectorial Xj . En el nostre cas les components Xij no depenen de les variables t
A aix´ı que les equacions (4.5) es
simplifiquen a
X lk
∂Xij
∂ql
= X lj
∂Xik
∂ql
per tot j, k (4.9)
del que dedu¨ım el segu¨ent resultat.
Proposicio´ 4.15. Un k-camp vectorial X = (X1, . . . , Xk) e´s integrable si, i nome´s si, [Xj , Xk] = 0 per tot j, k.
Si Φ : Q −→ Q e´s un difeomorfisme llavors Φ∗X e´s integrable si i nome´s si X e´s integrable.
Demostracio´. Acabem de veure que X e´s integrable si, i nome´s si, es compleixen les equacions (4.9) i aquestes
equivalen a que [Xj , Xk] = 0 per tot j, k. La segona afirmacio´ es dedueix de Φ∗[Xj , Xk] = [Φ∗Xj ,Φ∗Xk].
A me´s la proposicio´ 4.14 ens diu que si un k-camp vectorial e´s integrable aleshores per tot q ∈ Q existeix
una u´nica seccio´ integral de X tal que ψ(0) = q. Encara me´s, si ψ e´s una seccio´ integral de X aleshores s’han
de satisfer les equacions (4.9) sobre la imatge de ψ.
De les proposicions 4.12 i 4.15 es dedueix que tot k-camp vectorial integrable defineix una distribucio´
involutiva, que per tant defineix una varietat integral per cada punt de Q. Aquestes varietats integrals contenen
les imatges de les seccions integrals del k-camp vectorial X. Per la mateixa proposicio´ 4.15 sabem que una
distribucio´ involutivaD en que` els camps no commutin no te´ seccions integrals associades (ja que no es complirien
les condicions (4.5)). No obstant, ens podem preguntar si les varietats integrals que defineix la distribucio´ D es
poden parametritzar per seccions integrals d’un cert k-camp vectorial. La resposta e´s afirmativa i be´ donada
per la proposicio´ segu¨ent, que de fet e´s la manera de demostrar el teorema de Frobenius a [Lee].
Proposicio´ 4.16. Tota distribucio´ involutiva esta` localment generada per un conjunt de camps vectorials que
commuten entre ells.
El fet que ψ sigui una seccio´ integral d’un k-camp vectorial es pot formular d’una manera equivalent. Sigui
pi = pr1 : Rk ×Q −→ Rk. Una aplicacio´ ψ : U0 ⊂ Rk −→ Q (que identifiquem amb el seu graf) defineix un
1-jet j1t ψ, que per la proposicio´ (4.2) es pot identificar amb (t, j
1
0ψt), on ψt = f˜t[ψ], ft(u, q) = (u+ t, q). Per la
regla de la cadena
Ttψ
(
∂
∂tA
∣∣∣∣
t
)
= T0ψt
(
∂
∂tA
∣∣∣∣
0
)
, 1 ≤ A ≤ k (4.10)
Per la proposicio´ (4.2) sabem que el fibrat de k1-velocitats s’identifica amb J10 (R
k, Q), me´s concretament
j10ψt ≡
(
T0ψ
(
∂
∂t1
)
, · · · , T0ψ
(
∂
∂tk
))
(4.11)
aix´ı que tenint en compte (4.3), (4.10) i (4.11), si ψ e´s una seccio´ integral de X es pot expressar com
j10ψt = X ◦ ψ(t)
o be´,
j1t ψ = (t,X ◦ ψ(t))
La relacio´ diferencial definida per un k-camp vectorial
Ara podem interpretar una seccio´ integral ψ de X com a solucio´ d’una equacio´ diferencial definida per una
subvarietat S de J1pi. Un k-camp vectorial defineix de manera immediata una relacio´ diferencial
SX = Rk × Im(X) ⊂ Rk×
k⊕ TQ ≡ J1pi
Lema 4.17. Sigui X ∈ Xk(Q) un k-camp vectorial. Una aplicacio´ ψ : Rk −→ Q e´s una seccio´ integral de X si,
i nome´s si, e´s una solucio´ de l’equacio´ diferencial ∆X definida per la relacio´ diferencial SX, que en coordenades
te´ la forma
U ∩ SX = {(ti, qα, qαi ) | qαi = (Xi)α(qj)}
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Demostracio´. Si ψ e´s una seccio´ integral de X aleshores hem vist que j1t ψ = (t,X ◦ψ(t)), i aixo` e´s equivalent a
j1t ψ ∈ Rk × Im(X). Per l’equacio´ (4.4) les seccions integrals de SX so´n les que compleixen
viA(ψ) =
∂ψi
∂tA
= (XA)i
Utilitzant la corresponde`ncia qαi = v
α
i que hem vist a l’obervacio´ 4.4 es dedueix que q
α
i = X
α
i (q
j) e´s l’expressio´
en coordenades de S. Si hom prefereix utilitzar les coordenades de T 1kQ aleshores l’expressio´ en coordenades de
SX e´s viA = (XA)
i(qj).
En vista d’aquest lema podem denotar tambe´ per ∆X l’equacio´ diferencial definida per X en qualsevol de
les dues formes, (4.3) o (4.4).
Lema 4.18. Un k-camp vectorial X e´s integrable si, i nome´s si, SX e´s localment soluble.
Demostracio´. Suposem que X e´s integrable. Sigui (t0, v1q , . . . , v
k
q ) ∈ S, e´s a dir, t0 ∈ Rk i (v1q , . . . , vkq ) = X(q).
Per hipo`tesi, donat q ∈ Q existeix ψ : U0 −→ Q, U0 ⊂ Rk entorn obert de 0, seccio´ integral de X tal que
ψ(0) = q, e´s a dir, tal que j10ψ = (0,X(q)). Definim l’aplicacio´ ψt0(t) = ψ(t − t0) amb domini t0 + U0. Per la
regla de la cadena Ttψt0 = Tt−t0ψ, per tant
Ttψt0
(
∂
∂tA
∣∣∣∣
t
)
= Tt−t0ψ
(
∂
∂tA
∣∣∣∣
t−t0
)
= XA(ψ(t− t0)) = XA(ψt0(t))
aix´ı que ψt0(t) e´s una seccio´ integral de X tal que ψt0(t0) = q. E´s a dir, j
1
t ψt0 = (t,X ◦ ψt0(t)) per t ∈ t0 + U0,
que per la primera part de la prova e´s equivalent a que` ψt0 sigui solucio´ de SX. A me´s j
1
t0ψt0 = (t0,X(q)) =
(t0, v1q , . . . , v
k
q ). Aix´ı que per cada punt (t0, v
1
q , . . . , v
k
q ) ∈ SX hem trobat una solucio´ de S que el conte´, e´s a dir,
SX e´s localment soluble.
Rec´ıprocament, si SX e´s localment soluble per tot (t0, v1q , . . . , v
k
q ) ∈ SX, on necessa`riament viq = Xi(q),
existeix ψ : U −→ Q, U un entorn de t0, solucio´ de S tal que j1t0ψ = (t0, v1q , . . . , vkq ). En particular per t0 = 0
i per tot q ∈ Q existeix una solucio´ ψ : U0 −→ Q de S en un entorn U0 de 0 tal que ψ(0) = q. Per la primera
part de la prova ψ e´s una seccio´ integral de X amb ψ(0) = q. Com que aixo` val per qualsevol q ∈ Q, X e´s
integrable.
4.3 Simetries de k-camps vectorials
Definicio´ 4.19. Una simetria d’un k-camp vectorial X ∈ Xk(Q) e´s un difeomorfisme Φ : Q −→ Q que deixa X
invariant, e´s a dir, tal que Φ∗(X) = X.
Lema 4.20. Un difeomorfisme Φ e´s una simetria del k-camp vectorial X si i nome´s si T 1kΦ(Im(X)) ⊂ Im(X).
Demostracio´. Per definicio´ Φ∗(X) = T 1kΦ ◦X ◦ Φ−1. Llavors, per hipo`tesi T 1kΦ ◦X = X ◦ Φ, i aixo` demostra
la implicacio´ directa. Rec´ıprocament, donat p ∈ Q, per hipo`tesi T 1kΦ(X(p)) pertany a Im(X). Com que T 1kΦ
e´s un morfisme del fibrat τ , T 1kΦ(X(p)) pertany a la fibra sobre Φ(p), i per tant, e´s igual a X(Φ(p)). Hem vist
que T 1kΦ ◦X = X ◦ Φ. Ara utilitzant que Φ e´s un difeomorfisme es dedueix que Φ∗(X) = X.
Proposicio´ 4.21. Si Φ e´s una simetria de X aleshores idRk × Φ e´s una simetria de la relacio´ diferencial
SX = Rk × Im(X). En particular idRk × Φ e´s una simetria de l’equacio´ diferencial corresponent.
Rec´ıprocament, si l’aplicacio´ f = idRk × Φ e´s una simetria de SX aleshores Φ e´s una simetria de X.
Demostracio´. El difeomorfisme Φ de Q s’identifica amb l’automorfisme Φ× idRk del fibrat pr1 : Rk ×Q −→ Rk.
Suposem que j1pψ pertany a SX. Hem de veure que j
1Φ(j1ψ) tambe´ pertany a SX, o equivalentment, per la
proposicio´ 4.3, que T 1kΦ(Tψ(∂/∂x
1), . . . , Tψ(∂/∂xk)) ∈ Im(X). Per la proposicio´ 4.17,
(Tψ(∂/∂x1), . . . , Tψ(∂/∂xk)) ∈ Im(X), per tant, del lema 4.20 es dedueix que SX e´s invariant per Φ. Ara
el lema 3.6 implica que Φ e´s una simetria de SX.
Sigui f una aplicacio´ satisfent aquestes propietats. Llavors per la proposicio´ 4.3 j1f(SX) ⊂ SX e´s equivalent
a T 1kΦ(Im(X)) ⊂ Im(X), i pel lema 4.20 Φ e´s una simetria de X.
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Podem considerar els difeomorfismes de Q que deixen invariant el conjunt de seccions integrals de X sense
canviar la seva parametritzacio´. Podr´ıem considerar totes les simetries de SX com s’ha fet al cap´ıtol 3. No
obstant, com que volem relacionar les simetries de X amb les simetries de ∆X ens fixarem nome´s en aquelles
simetries de la forma idRk × Φ. Per aixo` les distingirem de les simetries generals anomenant-les simetries
auto`nomes.
Definicio´ 4.22. Direm que un difeomorfisme Φ de Q e´s una simetria auto`noma de l’equacio´ diferencial ∆X si
per tota solucio´ ψ de ∆X aleshores Φ ◦ ψ tambe´ e´s una solucio´.
Proposicio´ 4.23. Sigui Φ una simetria de X, aleshores Φ e´s una simetria de ∆X.
Demostracio´. Sigui ψ una solucio´ de ∆X. Hem de veure que Φ ◦ ψ satisfa` les equacions
Tt(ζ)
(
∂
∂tA
∣∣∣∣
t
)
= XA(ζ(t)), t ∈ U0, 1 ≤ A ≤ k
Utilitzant que ψ satisfa` aquestes equacions tenim per A = 1, . . . , k
Tt(Φ ◦ ψ)
(
∂
∂tA
∣∣∣∣
t
)
= Tψ(t)Φ ◦ Ttψ
(
∂
∂tA
∣∣∣∣
t
)
= Tψ(t)ΦXA(ψ(t))
= XA(Φ(ψ(t)))
on la u´ltima igualtat e´s consequ¨e`ncia de que` Φ sigui una simetria de X i el lema 4.20. Per tant, Φ ◦ ψ e´s una
solucio´ de ∆X.
Proposicio´ 4.24. Un difeomorfisme Φ de Q e´s una simetria de ∆X si i nome´s si idRk ×Φ e´s una simetria de
l’equacio´ diferencial definida per SX.
Demostracio´. El difeomorfisme Φ de Q s’identifica amb l’automorfisme idRk × Φ. La qu¨estio´ principal e´s
relacionar la manera en que` Φ transforma les solucions de ∆X i les seccions solucio´ de SX. Per aixo` sera` u´til la
proposicio´ 4.3.
Sigui ψ una solucio´ de SX. Per la proposicio´ 4.3 hem de veure que j1Φ˜[ψ] tambe´ e´s una solucio´ de SX.
Calculem j1Φ˜[ψ] = j1(Φ ◦ ψ ◦ id−1Rk) = j1(Φ ◦ ψ). Per hipo`tesi j1t (Φ ◦ ψ) = (t,X ◦ (Φ ◦ ψ)) i pel lema 4.17 aixo`
e´s equivalent a j1t (Φ ◦ ψ) ∈ SX.
Rec´ıprocament si idRk × Φ e´s una simetria de SX aleshores per tota solucio´ ψ de SX tenim
j1Φ˜[ψ] = j1(Φ ◦ ψ ◦ id−1Rk) = j1(Φ ◦ ψ) ∈ SX
i pel lema 4.17 aixo` e´s equivalent a que` Φ ◦ ψ sigui una seccio´ integral de X.
Ens preguntem quines condicions ha de complir una simetria Φ de ∆X per a que` el k-camp vectorial X
sigui invariant per Φ. De nou ens trobem en la mateixa situacio´ que a la seccio´ 3.4, cal la hipo`tesi que X
sigui integrable. La proposicio´ segu¨ent e´s una formulacio´ del lema 3.19 particularitzada al cas d’una equacio´
diferencial ∆X definida per un k-camp vectorial X.
Proposicio´ 4.25. Si X e´s un k-camp vectorial integrable i Φ e´s una simetria de ∆X, aleshores Φ e´s una
simetria de X.
Demostracio´. Per la proposicio´ 4.20 hem de veure que T 1kΦ(Im(X)) ⊂ Im(X). Com que X e´s integrable per tot
q ∈ Q existeix una seccio´ integral de X tal que ψ(0) = q. Aleshores per i = 1, . . . , k
TΦ ◦Xi(q) = TΦ ◦ T0ψ
(
∂
∂ti
)
= T0(Φ ◦ ψ)
(
∂
∂ti
)
= Xi(Φ(ψ(0))) = Xi(Φ(q))
on la darrera igualtat e´s consequ¨e`ncia de que` Φ sigui una simetria de SX.
Corol·lari 4.26. Donat un k-camp vectorial X, si SX e´s una equacio´ diferencial localment soluble i idRk × Φ
e´s una simetria de l’equacio´ diferencial ∆X, aleshores Φ e´s una simetria de SX.
Demostracio´. E´s consequ¨e`ncia de les proposicions 4.17, 4.24 i 4.25.
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Definicio´ 4.27. Una simetria infinitesimal d’un k-camp vectorial X ∈ Xk(Q) e´s un camp vectorial Y en Q tal
que els difeomorfismes F tY so´n simetries de X, en el domini de F
t
Y .
En particular, per la proposicio´ 4.23, els difeomorfismes F tY so´n simetries de ∆X.
Definicio´ 4.28. Sigui Y un camp vectorial a Q i X = (X1, . . . , Xk) un k-camp vectorial sobre Q. Definim la
derivada de Lie de X respecte Y com
LY X = (LYX1, . . . ,LYXk)
Proposicio´ 4.29. Sigui X = (X1, . . . , Xk) un k-camp vectorial. Un camp vectorial Y a Q e´s una simetria
infinitesimal de X si, i nome´s si, LY X = 0. En particular si X e´s un camp vectorial integrable aleshores cada
camp XA e´s una simetria infinitesimal de X. Encara me´s, el conjunt de simetries infinitesimals de X e´s una
a`lgebra de Lie amb el pare`ntesi de Lie de camps vectorials.
Demostracio´. Si Y e´s una simetria infinitesimal de X aleshores per tot t ∈ R els difeomorfisme ψt ≡ F tY definits
entre oberts Qt i Q−t de Q so´n simetries de X (en aquests oberts). E´s a dir, (ψt)∗X = X a Q−t. Aquesta
igualtat es compleix si, i nome´s si, es compleix cadacuna de les igualtats (ψt)∗XA = XA per A = 1, . . . , k, e´s a
dir, si cada camp vectorial XA e´s invariant pel flux de Y . Sabem que aquesta condicio´ e´s equivalent a que cada
derivada de Lie LYXA sigui nul·la, e´s a dir, a que LY X = 0. La segona part es dedueix de la proposicio´ 4.15.
Les darreres afirmacions so´n consequ¨e`ncia de la proposicio´ 4.15 i la identitat de Jacobi respectivament.
Proposicio´ 4.30. Si un camp vectorial Y a Q e´s una simetria infinitesimal del k-camp vectorial X aleshores
l’equacio´ diferencial definida per SX = Rk×Im(X) te´ Y com a simetria infinitesimal. Si Y e´s un camp vectorial
vertical del fibrat pr1 : Rk ×Q −→ Rk que e´s projectable a un camp de Q i que e´s una simetria infinitesimal de
SX, aleshores Y e´s una simetria infinitesimal de X.
Demostracio´. Suposem que Y ∈ X(Q) e´s una simetria infinitesimal de X = (X1, . . . , Xk). Aleshores per la
proposicio´ 4.29 per A = 1, . . . , k sabem que 0 = LYXA ≡ [Y,XA], e´s a dir, 0 =
(LYXiA − LXAY i) ∂∂qi que e´s
equivalent a
LYXiA = LXAY i (4.12)
Siguin (ti, qα, qαi ) coordenades a J
1pr1. Pel lema 4.17 localment SX esta` definida per les equacions
{qαi = Xαi (qj) | i = 1, . . . , n, A = 1, . . . , k}. Sigui Y = Y α(qj) ∂∂qα l’expressio´ en coordenades de Y i Y 1 la
seva prolongacio´ a J1pr1. Com que Y no te´ components
∂
∂ti e´s un camp vectorial vertical a pr1 i aleshores per
la fo´rmula 2.6 tenim
Y 1 = Y α
∂
∂qα
+
dY α
dti
∂
∂qαi
on
dY α
dti
=
∂Y α
∂ti
+ qji
∂Y α
∂qj
= qji
∂Y α
∂qj
i hem utilitzat que Y α no depe`n de ti. Hem de veure que LY 1(qαi −Xαi (qj))
∣∣
S
= 0. Fem els ca`lculs utilitzant
(4.12) i el fet que els camps Xi nome´s depenen de qα:
LY 1qαi =
dY α
dti
= qji
∂Y α
∂qj
(4.13)
LY 1Xαi (qj) = LYXαi = LXiY α = Xji
∂Y α
∂qj
(4.14)
i la igualtat de les equacions (4.13) i (4.14) e´s consequ¨e`ncia que qji = X
j
i a SX.
Suposem ara que Y ∈ X(Rk × Q) e´s una simetria infinitesimal de SX satisfent les hipo`tesis. Sigui
pr2 : Rk ×Q −→ Q la projeccio´ a Q. Per ser Y vertical tenim Y = Tpr2 ◦ Y i per ser pr2-projectable a
Q, Tpr2 ◦ Y = Y ◦ pr2. Per tant podem identificar Y amb el camp vectorial Y ∈ X(Q). Aleshores
LXiY α = Xji
∂Y α
∂qj
= qji
∂Y α
∂qj
= LY 1qαi = LY 1Xαi = LYXαi
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4.4 Exemples
En primer lloc veurem un exemple d’equacio´ diferencial definida per un 2-camp vectorial, del qual calcularem
les seves simetries. Posteriorment veurem un exemple d’una equacio´ diferencial que no e´s localment soluble i
en la qual les simetries de l’equacio´ diferencial no coincideixen amb les simetries de la relacio´ diferencial.
Exemple 1
Sigui k = 2 i Q una subvarietat oberta de R3 amb coordenades (x, y, z), on esta` definit el 2-camp vectorial
X = (X,Y )
X =
∂
∂x
− 2 ∂
∂y
+ x
∂
∂z
, Y =
∂
∂x
− y
2
∂
∂z
Es compleix [X,Y ] = 0 i per tant X e´s un 2-camp integrable. En particular X i Y so´n simetries infinitesimals
de X.
Seccions integrals
Les seccions integrals de X so´n les aplicacions ψ : R2 −→ Q tals que
∂ψ1
∂s
= 1,
∂ψ2
∂s
= −2, ∂ψ
3
∂s
= ψ1, (4.15)
∂ψ1
∂t
= 1,
∂ψ2
∂t
= 0,
∂ψ3
∂t
= −ψ
2
2
, (4.16)
Comencem trobant les solucions a aquestes equacions. De les equacions (4.15) es dedueix que
ψ1(s, t) = s+ f(t), ψ2(s, t) = −2s+ g(t), ψ3(s, t) = s22 + sf(t) + h(t)
i de les equacions (4.16) es dedueix que f(t) = t+ c1, g(t) = c2 i h(t) = −c2t/2 + c3, on c1, c2, c3 so´n constants
arbitra`ries. Per tant les seccions integrals de X per (x0, y0, z0) = ψ(0, 0) so´n
ψ(s, t) =
(
s+ t+ x0,−2s+ y0, s22 + st+ sx0 − 12y0t+ z0
)
Simetries infiniesimals
Ara determinem les simetries infinitesimals de X. Volem trobar els camps vectorials Z sobre Q que commuten
amb X i Y . S’han de complir les equacions
∂Z1
∂x
− 2∂Z
1
∂y
+ x
∂Z1
∂z
= 0 (4.17)
∂Z2
∂x
− 2∂Z
2
∂y
+ x
∂Z2
∂z
= 0 (4.18)
∂Z3
∂x
− 2∂Z
3
∂y
+ x
∂Z3
∂z
− Z1 = 0 (4.19)
∂Z1
∂x
− y
2
∂Z1
∂z
= 0 (4.20)
∂Z2
∂x
− y
2
∂Z2
∂z
= 0 (4.21)
∂Z3
∂x
− y
2
∂Z3
∂z
+
1
2
Z2 = 0 (4.22)
De les equacions (4.17), (4.18), (4.20) i (4.21) es dedueix que Z1 i Z2 han de ser invariants dels camps
vectorials X i Y . Llavors podem utilitzar el me`tode que es dedueix de la proposicio´ B.9, sobre el redrec¸ament
simultani de diversos camps vectorials, per determinar Z1 i Z2. Els fluxos de X i Y so´n
F εX(x, y, z) = (x+ ε, y − 2ε, xε+ ε2/2 + z), F εY (x, y, z) = (x+ ε, y,−yε/2 + z)
El canvi de coordenades
(x, y, z) = FuX ◦ F vY (0, 0, w) = FuX(v, 0, w) = (u+ v,−2u, uv + u2/2 + w)
redrec¸a X i Y en ∂u i ∂v respectivament, de manera que
w = z − uv − u2/2 = z + y(x+ y/2)/2− y2/8 = z + xy/2 + y2/8
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e´s un invariant de X i Y . Per la proposicio´ B.2, les funcions arbitra`ries Z1(w) i Z2(w) so´n la solucio´ general
de les equacions (4.17), (4.18), (4.20) i (4.21). Notem que els conjunts de nivell de w(x, y, z) so´n les varietats
integrals de la distribucio´ definida pels camps X i Y .
Quant a Z3 la solucio´ general ve donada per Z3 = f3(w) + g1(x, y, z), on g1 e´s una solucio´ particular de
(4.22) i de (4.19). Utilitzant la proposicio´ B.11,
g1(x, y, z) = −y2Z1(w)−
(
x
2 +
y
4
)
Z2(w)
e´s una solucio´ particular d’aquests sistemes. En conclusio´ les simetries infinitesimals de X so´n els camps
vectorials de la forma
Z = Z1(w)∂x + Z2(w)∂y +
(−y2Z1(w)− (x2 + y4)Z2(w) + Z3(w)) ∂z (4.23)
De fet la proposicio´ B.9 es pot utilitzar directament, no per determinar les solucinos Z1 i Z2 de (4.17), (4.18),
(4.20) i (4.21), sino´ per determinar els camps vectorials que commuten amb X = ∂u i Y = ∂v. Sabem que
aquests camps vectorials so´n de la forma
Z = Z
1
(w)∂u + Z
2
(w)∂v + Z
3
(w)∂w
que en les coordenades (x, y, z) so´n
Z = (Z
1
(w) + Z
2
(w))∂x − 2Z1(w)∂y + (xZ1(w)− y2Z
2
(w) + Z
3
(w))∂z
i substitu¨ınt Z1 = Z
1
+ Z
2
i Z2 = −2Z1 es veu que coincideixen amb els camps vectorials (4.23).
Per exemple si Z1 = c1, Z2 = c2 llavors
Z = c1∂x + c2∂y − 14 (2xc2 + (2c1 + c2)y)∂z
e´s una simetria infinitesimal de X. El flux de Z determina el grup uniparame`tric de simetries
F εZ(x, y, z) =
(
x+ εc1, y + εc2, z − (4c1c2 + c22) ε
2
8 − (2xc2 + (c2 + 2c1)y) ε4
)
, ε ∈ R
Per tant si ψ(s, t) e´s una seccio´ integral de X, la composicio´ ψε := F εZ ◦ ψ
ψε(s, t) =
(
s+ t+ x0 + εc1,−2s+ y0 + εc2, z0 + s22 + (t+ x0 + εc1)s− (εc2 + y0) t2
−(4c1c2 + c22) ε
2
8 − (2x0c2 + (c2 + 2c1)y0) ε4
)
e´s tambe´ una seccio´ integral de X.
Simetries de la relacio´ diferencial
Podem tractar el sistema d’equacions diferencials definides per X com una subvarietat del fibrat de jets J1pi,
on pi = pr1 : R2 ×Q −→ R2. Les coordenades a J1pi so´n (s, t;x, y, z;xs, xt, ys, yt, zs, zt) i les equacions (4.15) i
(4.16) defineixen la subvarietat
SX = R2 × Im(X) = {xs = 1, xt = 1, ys = −2, yt = 0, zs = x, zt = −y/2} ⊂ J1pi
Per la proposicio´ 4.30 les simetries infinitesimals (4.23) de X so´n simetries infinitesimals de SX. A me´s d’aquestes
simetries podem determinar les simetries infinitesimals que tenen components no nul·les ∂s i ∂t, i tal que totes
les seves components depenen de les variables s i t, e´s a dir, simetries infinitesimals de la forma
Z = Zs(s, t)∂s + Zt(s, t)∂t + Z1(s, t, x, y, z)∂x + Z2(s, t, x, y, z)∂y + Z3(s, t, x, y, z)∂z (4.24)
on suposem que les components Zs i Zt nome´s depenen de les variables s i t per tal que Z sigui un camp
pr1-projectable. No obstant, primer tractarem de simplificar les equacions que defineixen SX per tal que les
equacions que determinen les simetries infinitesimals siguin me´s senzilles. Fem el canvi de coordenades
(s, t;x, y, z) = (s, t;u+ v,−2u, uv + u2/2 + w)
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tal que X = ∂u i Y = ∂v. Notem que el canvi de les components de X i Y ve donat per 1 00 1
0 0
 =
 X
1
Y
1
X
2
Y
2
X
3
Y
3
 =
 ux uy uzvx vy vz
wx wy wz
 ·
 X1 Y 1X2 Y 2
X3 Y 3

Vegem com es transforma la subvarietat SX. La fo´rmula (2.1) do´na el canvi de coordenades a J1pi. Aix´ı sobre
SX el canvi de coordenades e´s
us = ∂u∂xxs +
∂u
∂y ys +
∂u
∂z zs =
∂u
∂xX
1 + ∂u∂yX
2 + ∂u∂zX
3 = X
1
= 1
i ana`logament ut = Y
1
= 0, vs = X
2
= 0, vt = Y
2
= 1, ws = X
3
= 0, wt = Y
3
= 0. En general, si el canvi de
coordenades e´s la identitat en les variables independents (s, t), aleshores el canvi de les coordenades derivades
a J1pi e´s el mateix que en TQ. En definitiva en les coordenades (s, t;u, v, w) tenim
SX = R2 × Im(X) = {us = 1, ut = 0, vs = 0, vt = 1, ws = 0, wt = 0} (4.25)
i les solucions so´n de la forma ψ(s, t) = (s+ u0, t+ v0, w0).
Hem de determinar la prolongacio´ Z∗ de Z a J1pi i despre´s imposar que SX sigui invariant per Z∗. Utilitzant
la fo´rmula de la prolongacio´ (2.7) tenim
Z∗ = Z +
(
dZ1
ds
− us ∂Z
s
∂s
− ut ∂Z
t
∂s
)
∂
∂us
+
(
dZ1
dt
− us ∂Z
s
∂t
− ut ∂Z
t
∂t
)
∂
∂ut
+ (4.26)
+
(
dZ2
ds
− vs ∂Z
s
∂s
− vt ∂Z
t
∂s
)
∂
∂vs
+
(
dZ2
ds
− vs ∂Z
s
∂t
− vt ∂Z
t
∂t
)
∂
∂vt
+ (4.27)
+
(
dZ3
ds
− ws ∂Z
s
∂s
− wt ∂Z
t
∂s
)
∂
∂ws
+
(
dZ3
ds
− ws ∂Z
s
∂t
− wt ∂Z
t
∂t
)
∂
∂wt
(4.28)
La primera equacio´ que ha de satisfer Z∗ per deixar S invariant e´s
0 = LZ∗ (us − 1) = dZ
1
ds
− us ∂Z
s
∂s
− ut ∂Z
t
∂s
=
=
∂Z1
∂s
+ us
∂Z1
∂x
+ vs
∂Z1
∂y
+ ws
∂Z1
∂z
− us ∂Z
s
∂s
− ut ∂Z
t
∂s
=
=
∂Z1
∂s
+
∂Z1
∂u
− ∂Z
s
∂s
(4.29)
on hem utilitzat les equacions (4.25). Ana`logament les altres cinc equacions que ha de complir Z so´n
0 =
∂Z1
∂t
+
∂Z1
∂v
− ∂Z
s
∂t
(4.30)
0 =
∂Z2
∂s
+
∂Z2
∂u
− ∂Z
t
∂s
(4.31)
0 =
∂Z2
∂t
+
∂Z2
∂v
− ∂Z
t
∂t
(4.32)
0 =
∂Z3
∂s
+
∂Z3
∂u
(4.33)
0 =
∂Z3
∂t
+
∂Z3
∂v
(4.34)
Del corol·lari B.3 es dedueix immediatament que les solucions de les equacions (4.29)–(4.34) so´n
Z1(s, t, u, v, w) = Zs(s, t) + f1(u− s, v − t, w)
Z2(s, t, u, v, w) = Zt(s, t) + f2(u− s, v − t, w)
Z3(s, t, u, v, w) = f3(u− s, v − t, w)
on Zs, Zt, f1, f2, f3 so´n funcions arbitra`ries.
Per tant, els camps vectorials
Z =Zs(s, t)∂s + Zt(s, t)∂t + (Zs(s, t) + f1(u− s, v − t.w))∂u + (Zt(s, t) + f2(u− s, v − t, w))∂v+
+ f3(u− s, v − t, w)∂w
so´n les simetries infinitesimals de SX.
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Per exemple, la simetria infinitesimal
Z = c1∂s + c2∂t + (c1 + c3)∂u + (c2 + u− s)∂v + (v − t)∂w
te´ com a grup uniparame`tric de simetries
F εZ(s, t, u, v, w) =
(
s+ εc1, t+ εc2, u+ ε(c1 + c3), v + (c2 + u− s)ε+ c3 ε22 ,
w + (v − t)ε+ (u− s) ε22 + c3 ε
3
6
)
, ε ∈ R
Per tant, si ψ(s, t) e´s una seccio´ integral de X, llavors l’aplicacio´ ψ˜ := F˜ εZ [ψ] tambe´ ho e´s
ψ˜ε(s, t) =
(
s, t; u0 + s+ c3ε, v0 + t+ (c2 − εc1 + u0)ε+ c3 ε22 ,
w0 + (−εc2 + v0)ε+ (−εc1 + u0) ε22 + c3 ε
3
6
)
Exemple 2
Sigui el 2-camp vectorial X = (X,Y ) sobre R3 amb
X =
∂
∂y
+ x
∂
∂z
, Y =
∂
∂y
+ z
∂
∂z
que no e´s integrable a R3 ja que
[X,Y ] = x
∂
∂z
Seccions integrals
No obstant, defineix una equacio´ diferencial del fibrat trivial R2 × R3 que s´ı e´s integrable a la subvarietat
N = {(x, y, z)| x = 0}. L’equacio´ diferencial ∆X ve donada per
∂ψ1
∂s
= 0,
∂ψ2
∂s
= 1,
∂ψ3
∂s
= ψ1,
∂ψ1
∂t
= 0,
∂ψ2
∂t
= 1,
∂ψ3
∂t
= ψ3
Es dedueix que ψ1(s, t) = x0 i ψ2(s, t) = s+ t+ y0. Quant a ψ3 ha de complir les equacions
∂ψ3
∂s
= x0,
∂ψ3
∂t
= ψ3
De la primera equacio´ es dedueix que ψ3(s, t) = x0s + h(t) amb h una funcio´ arbitra`ria. Llavors la segona
equacio´ e´s
h′(t) = x0s+ h(t)
i l’u´nica possibilitat per a que es compleixi en un entorn de cada punt (s, t) e´s que x0 = 0 i h(t) = z0et. Aix´ı
que totes les solucions de ∆X so´n de la forma
ψ(s, t) = (0, s+ t+ y0, z0et),
e´s a dir, la seva imatge ha d’estar continguda a N , altrament no es satisfarien les condicions necessa`ries d’in-
tegrabilitat (4.9). Per tant l’equacio´ diferencial ∆X imposa una equacio´ independent me´s (en total 7) sobre el
conjunt de solucions, el qual es restringeix la subvarietat SX∩(pi1)−1(N) de dimensio´ dim(J1pi)−7 = 11−7 = 4.
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Simetries
Els camps vectorials X i Y so´n simetries infinitesimals de X sobre N , per tant so´n simetries de l’equacio´
diferencial ∆X. E´s a dir els fluxos de X i Y ,
F εX(x, y, z) = (x, y + ε, z + εx), F
ε
Y (x, y, z) = (x, y + ε, ze
ε)
transformen solucions en solucions:
(F εX ◦ ψ)(s, t) = (0, s+ t+ y0 + ε, z0et), (F εY ◦ ψ)(s, t) = (0, s+ t+ y0 + ε, z0et+ε), ε ∈ R
Per definicio´ com que X i Y no so´n simetries infinitesimals de X les aplicacions F εX i F
ε
Y no so´n simetries de
X. Aixo` demostra que el rec´ıproc de la proposicio´ 4.23 e´s fals.
Tambe´ podem veure que les aplicacions F εX i F
ε
Y no so´n simetries de la relacio´ diferencial SX = R
k × Im(X)
pero` s´ı so´n simetries de l’equacio´ diferencial ∆X. Per la proposicio´ 4.24 F εX i F
ε
Y so´n simetries de l’equacio´
diferencial ∆X. Per veure que no so´n simetries de la subvarietat
SX =
{
(s, t, x, y, z, xs, xt, ys, yt, zs, zt) ∈ J1pi | xs = 0, ys = 1, zs = x, xt = 0, yt = 1, zt = z
}
cal donar un element de SX tal que les seves imatges per F εX i F
ε
Y no pertanyin a SX. Per exemple sigui
p = (0, 0) i ψ(s, t) = (s2 + 1, s + t, s + t2). Notem que ψ no e´s una seccio´ integral de X i que no existeix cap
seccio´ integral φ de X tal que φ(p) = ψ(p) = (1, 0, 0), e´s a dir, no es compleix la hipo`tesi d’integrabilitat o
solubilitat local. No obstant, com que
∂ψ1
∂s
∣∣∣∣
p
= 0,
∂ψ2
∂s
∣∣∣∣
p
= 1,
∂ψ3
∂s
∣∣∣∣
p
= 1 = ψ1(p),
∂ψ1
∂t
∣∣∣∣
p
= 0,
∂ψ2
∂t
∣∣∣∣
p
= 1,
∂ψ3
∂t
∣∣∣∣
p
= 0 = ψ3(p)
j1pφ e´s un element de SX. D’altra banda l’aplicacio´
(F εX ◦ ψ)(s, t) = (s2 + 1, s+ t+ ε, s+ t2 + ε(s2 + 1))
no compleix la darrera equacio´ si ε 6= 0, i l’aplicacio´
(F εY ◦ ψ)(s, t) = (s2 + 1, s+ t+ ε, (s+ t2)eε)
no compleix la penu´ltima equacio´ si ε 6= 0. Per tant, j1pF εX(j1pφ) i j1pF εY (j1pφ) no pertanyen a SX.
En general volem que les aplicacions
j1F εX(s, t, x, y, z, xs, xt, ys, yt, zs, zt) = (s, t, x, y + ε, z + εx, xs, xt, ys, yt, zs + εxs, zt + εxt)
j1F εY (s, t, x, y, z, xs, xt, ys, yt, zs, zt) = (s, t, x, y + ε, e
εz, xs, xt, ys, yt, e
εzs, e
εzt)
deixin invariant la subvarietat SX, e´s a dir, si j1pφ = (s, t, x, y, z, xs, xt, ys, yt, zs, zt) ∈ SX llavors cal que
zs + εxs = x, zt + εxt = z + εx (4.35)
en el primer cas i que
eεzs = x, eεzt = eεz (4.36)
en el segon. Substitu¨ınt els valors de j1pφ a (4.35) i (4.38) s’obtenen les identitats
0 = 0, 0 = εx (4.37)
i
eεx = x, 0 = 0 (4.38)
que es compleixen per a tot ε ∈ R si i nome´s si x = 0. Per tant els difeomorfismes F εX i F εY deixen invariant la
subvarietat SX per tot ε si i nome´s si es restringeixen a SX ∩ (pi1)−1(N) = {j1pφ ∈ S| φ1 = 0}.
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De fet per la proposicio´ 4.21 si F εX i F
ε
Y no so´n simetries de X llavors tampoc no so´n simetries de SX . Aixo`
demostra que el rec´ıproc del lema 3.6 no e´s cert, a menys que suposem la hipo`tesi de solubilitat local. La relacio´
diferencial SX e´s localment soluble nome´s en els punts de la forma
(s, t; 0, y, z; 0, 0, 1, 1, 0, z) ∈ SX
Per trobar totes les simetries infinitesimals de X cal resoldre les equacions
0 =
∂Z1
∂y
+ x
∂Z1
∂z
0 =
∂Z2
∂y
+ x
∂Z2
∂z
0 =
∂Z3
∂y
+ x
∂Z3
∂z
− Z1 (4.39)
0 =
∂Z1
∂y
+ z
∂Z1
∂z
0 =
∂Z2
∂y
+ z
∂Z2
∂z
0 =
∂Z3
∂y
+ z
∂Z3
∂z
− Z3 (4.40)
Utilitzant el me`tode de l’equacio´ caracter´ıstica (B.10) s’obte´ que Z1 i Z2 so´n funcions arbitra`ries de x. Les
funcions de la forma
Z3(x, y, z) = yZ1(x) + g(x, xy − z)
on g e´s una funcio´ arbitra`ria, so´n solucions de l’equacio´ (4.39). Per tal que siguin solucio´ de l’equacio´ (4.40)
han de complir
Z1(x)(1− y) + (x− z)∂g
∂v
(x, xy − z)− g(x, xy − z) = 0 (4.41)
Per resoldre aquesta equacio´ suposem primer que x 6= 0. Fixem-nos que el sumand Z1(x)y nome´s es pot
cancel·lar amb g(x, xy − z) ja que el factor x − z impedeix que es cancel·li amb el segon sumand. Per tant
g(x, xy− z) ha de contenir −Z1(x)(xy− z)/x. De fet e´s la solucio´ de l’equacio´ (4.41) quan x no e´s nul. Si x = 0
llavors l’equacio´ que cal resoldre e´s
Z1(0)(1− y)− z ∂g
∂v
(0,−z)− g(0,−z) = 0
Notem que el factor Z1(0)y nome´s es pot cancel·lar si Z1(0) = 0. Llavors si f(z) = g(0,−z) l’equacio´ anterior
e´s
z
∂f
∂z
− f(z) = 0
amb solucio´ f(z) = c2z. En resum les simetries infinitesimals de X a R3 −N so´n de la forma
Z1(x)
∂
∂x
+ Z2(x)
∂
∂y
+
Z1(x)z
x
∂
∂z
(4.42)
Si imposem que limx→0 Z1(x)/x = c2 aleshores aquestes simetries infinitesimals s’estenen a tot R3. Com que
les solucions del sistema ∆X estan restringides a la subvarietat N , la restriccio´ dels camps vectorials (4.42) a N
c1
∂
∂y
+ c2z
∂
∂z
(4.43)
proporciona les simetries de ∆X que es deriven de les simetries infinitesimals de X:
F εZ(x, y, z) = (x, y + c1ε, ze
c2ε)
Per determinar les simetries de ∆X que es deriven d’un camp vectorial Z qualsevol, notem que si el restringim
a N ha de ser de la forma (4.43) ja que conservar el conjunt de solucions implica deixar invariant la subvarietat
SX restringida a N , e´s a dir, deixar invariant el 2-camp vectorial X sobre N . No obstant, Z no necessa`riament
ha de deixar invariant X fora de N , de manera que els camps vectorials de la forma
Z1(x, y, z)
∂
∂x
+ Z2(x, y, z)
∂
∂y
+ (zf(x, y, z) + h(x, y, z))
∂
∂z
amb Z1(0, y, z) = h(0, y, z) = 0 i Z2(0, y, z) = c1, f(0, y, z) = c2 proporcionen simetries del sistema ∆X.
Algunes d’aquestes no es poden obtenir a partir de les simetries infinitesimals (4.42) de X.
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Cap´ıtol 5
Simetries del formalisme hamiltonia`
k-simple`ctic
El formalisme simple`ctic esta`ndard de la meca`nica es pot generalitzar a les teories de camps mitjanc¸ant el que
s’anomena formalisme k-simple`ctic. Aqu´ı ens centrarem en els sistemes hamiltonians k-simple`ctics. Els primers
passos en aquest formalisme els va donar Gu¨nther que va desenvolupar un formalisme hamiltonia` per a teories
de camps. A [Mun] es mostra que aquest formalisme es pot construir a partir de les estructures k-simple`ctiques
definides a [Awa]. Aquest es el punt de vista que adoptem aqu´ı, tot seguint la notacio´ de [Rom2]. Primer
definirem els elements geome`trics que intervenen en aquest formalisme, entre els quals es troben els k-camps
vectorials que ja hem analitzat al cap´ıtol anterior. Despre´s presentarem els sistemes hamiltonians k-simple`ctics
i els diferents tipus de simetries que s’hi poden definir. L’ojectiu final e´s relacionar les simetries dels objectes
inherents a aquest formalisme i les simetries que hem vist als cap´ıtols 3 i 4.
5.1 Estructures del formalisme k-simple`ctic
Definicio´ 5.1. Sigui Q una varietat diferencial de dimensio´ n. El fibrat de k1-covelocitats de la varietat Q
e´s el fibrat ((T 1k )
∗Q, τ∗, Q) on (T 1k )
∗Q = T ∗Q ⊕ · · · ⊕ T ∗Q i τ∗ : (T 1k )∗Q −→ Q, amb l’estructura diferenciable
segu¨ent. Sigui τ∗A : (T
1
k )
∗Q −→ T ∗Q la projeccio´ a la co`pia A de T ∗Q, (qi, U) un sistema de coordenades a Q,
(qi, pi, (τ∗Q)
−1(U)) coordenades indu¨ıdes a T ∗Q i siguin (qi, pAi , (T
1
k )
∗U = (τ∗)−1(U)) les coordenades indu¨ıdes
a (T 1k )
∗Q definides per:
qi(α1q , . . . , αkq ) ≡ (τ∗)∗[qi](α1q , . . . , αkq ) = qi(q),
pAi (α1q , . . . , αkq ) ≡ (τ∗A)∗[pi](α1q , . . . , αkq ) = αAq
(
∂
∂qi
∣∣∣∣
q
)
Definicio´ 5.2. Sigui Q una varietat diferencial de dimensio´ n. El fibrat de k1-velocitats de la varietat Q e´s
el fibrat (T 1kQ, τ,Q) on T
1
kQ = TQ⊕ · · · ⊕ TQ i τ : T 1kQ −→ Q, amb les coordenades (qi, viA, τ−1(U)) tals que
qi ≡ τ∗[qi], viA ≡ τ∗A[vi], on τA : T 1kQ −→ TQ e´s la projeccio´ a la co`pia A-e`sima de TQ.
Definicio´ 5.3. Sigui θ ∈ Ω1(T ∗Q) la 1-forma de Liouville i la 2-forma simple`ctica ω = −dθ. A (T 1k )∗Q es
defineixen les 1-formes de Liouville θA = (τ∗A)
∗[θ] per 1 ≤ A ≤ k i les 2-formes ωA = (τ∗A)∗[ω] per 1 ≤ A ≤ k.
L’estructura k-simple`ctica cano`nica a (T 1k )
∗Q ve donada per (ω1, . . . , ωk, V ) on V = ker(Tτ∗). E´s el model
cano`nic de la segu¨ent estructura geome`trica.
Definicio´ 5.4. Una estructura k-simple`ctica en una varietatM de dimensio´m(k+1) e´s una famı´lia (ω1, . . . , ωk, V ),
on cada ωA e´s una 2-forma tancada i V e´s una distribucio´ integrable de M de dimensio´ nk tals que
i. ωA
∣∣
V×V = 0
ii. ∩kA=1 kerωA = {0}
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Aleshores (M,ωA, V ) s’anomena varietat k-simple`ctica.
En coordenades cano`niques θ = pidqi, per tant θA = pAi dq
i i ωA = dqi ∧ dpAi per 1 ≤ A ≤ k.
Definicio´ 5.5. Sigui ϕ : Q −→ Q un difeomorfisme, la seva aplicacio´ cotangent T ∗ϕ : T ∗Q −→ T ∗Q ve don-
ada per T ∗ϕ(αq) = αq ◦ (Tqϕ)−1 : Tϕ(q)Q → R. La prolongacio´ cano`nica de ϕ a (T 1k )∗Q e´s l’aplicacio´
(T 1k )
∗ϕ : (T 1k )
∗Q −→ (T 1k )∗Q definida per
(T 1k )
∗ϕ(α1q , . . . , αkq ) = (T
∗ϕ(α1q ) . . . , T
∗ϕ(αkq )), (α1q , . . . , αkq ) ∈ (T 1k )∗Q, q ∈ Q
Sigui Z ∈ X(Q) amb grup uniparame`tric de transformacions hs : Q −→ Q. L’aixecament cano`nic de Z a (T 1k )∗Q
e´s el camp vectorial ZC∗ ∈ X((T 1k )∗Q) tal que el seu grup uniparame`tric de transformacions e´s
(T 1k )
∗hs : (T 1k )
∗Q −→ (T 1k )∗Q.
Com hem vist a la proposicio´ 4.6 la prolongacio´ cano`nica de ϕ : Q −→ Q a (T 1k )∗Q es pot identificar amb
la primera prolongacio´ del morfisme ϕ× IdRk : Q×Rk −→ Q×Rk del fibrat pi : Q×Rk −→ Q. Sigui hs el
grup unipara`metric d’un camp Z ∈ X(Q). Podem identificar Z amb un camp Z ∈ X(Q×Rk) que pren valors
a TQ ↪→ TQ × TRk i que no depe`n de Rk. Aleshores, per la proposicio´ 2.17, Z1 e´s el generador infinitesimal
de la primera prolongacio´ de hs, (T 1k )
∗hs, e´s a dir, ZC∗ ≡ Z1. Si Z = Zi ∂∂qi aleshores
ZC∗ = Zi
∂
∂qi
− pAj
∂Zj
∂qk
∂
∂pAk
Definicio´ 5.6. Sigui ϕ : Q −→ Q un difeomorfisme, la prolongacio´ cano`nica de ϕ a T 1kQ e´s l’aplicacio´
T 1kϕ : T
1
kQ −→ T 1kQ definida per
T 1kϕ(v
1
q , . . . , v
k
q ) = (Tϕ(v
1
q ) . . . , Tϕ(v
k
q )), (v
1
q , . . . , v
k
q ) ∈ T 1kQ, q ∈ Q
Sigui Z ∈ X(Q) amb grup uniparame`tric de transformacions hs : Q −→ Q. L’aixecament cano`nic de Z a T 1kQ e´s
el camp vectorial ZC ∈ X(T 1kQ) tal que el seu grup uniparame`tric de transformacions e´s T 1khs : T 1kQ −→ T 1kQ.
Com hem vist a la proposicio´ 4.3 la prolongacio´ cano`nica de ϕ : Q −→ Q a T 1kQ es pot identificar amb la
primera prolongacio´ del morfisme IdRk×ϕ : Rk ×Q −→ Rk ×Q del fibrat pi : Rk ×Q −→ Rk. Sigui hs el grup
unipara`metric d’un camp vectorial Z ∈ X(Q). Podem identificar Z amb un camp Z ∈ X(Rk × Q) que pren
valors a TQ ↪→ TRk × TQ, e´s a dir Z pertany als camps verticals V(pr1), i no depe`n de Rk. Aleshores, per la
proposicio´ 2.17, Z1 ∈ X(J1pr1) e´s el generador infinitessimal de la primera prolongacio´ de hs, T 1khs, e´s a dir,
ZC ≡ Z1. Si Z = Zi ∂∂qi aleshores
ZC = Zi
∂
∂qi
+ vjA
∂Zk
∂qj
∂
∂vkA
5.2 Sistemes hamiltonians k-simple`ctics
Recordem breument el formalisme hamiltonia` en sistemes lagrangians. Si H ∈ C∞(Q) e´s la funcio´ hamiltoniana
associda a un sistema lagrangia`, aleshores les trajecto`ries solucio´ del sistema hamiltonia` (T ∗Q,ω,Q) ve´nen
donades pel camp vectorial XH ∈ X(T ∗Q) tal que i(XH)ω = dH, que defineix les equacions de Hamilton
dqi
dt
=
∂H
∂pi
,
dpi
dt
= −∂H
∂qi
Traslladem el sistema hamiltonia` a (T 1k )
∗Q.
Sigui Q una varietat de dimensio´ n i H : (T 1k )
∗Q −→ R una funcio´ hamiltoniana. Sigui X = (X1, . . . , Xk)
un k-camp vectorial a T 1k ((T
1
k )
∗Q), llavors localment cada camp XB e´s de la forma
XB = (XB)i
∂
∂qi
+ (XB)Ai
∂
∂pAi
Denotem per XkH((T
1
k )
∗Q) el conjunt de k-camps vectorials (X1, . . . , Xk) de Xk((T 1k )
∗Q) que compleixen
k∑
A=1
i(XA)ωA = dH (5.1)
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Localment aquests camps satisfan
−
k∑
A=1
(XA)Ai =
∂H
∂qi
, (XA)i =
∂H
∂pAi
(5.2)
que formen un sistema de n+nk equacions amb nk+nk2 inco`gnites (XA)i, (XA)Bi (i = 1, . . . , n, A,B = 1, . . . , k).
Per tant, l’existe`ncia de solucions de (5.1) esta` assegurada, per exemple una solucio´ e´s el k-camp vectorial
X = (X1, . . . , Xk) definit per
XA =
∂H
∂pAi
∂
∂qi
− λA ∂H
∂qi
∂
∂pAi
,
k∑
A=1
λA = 1, A = 1, . . . , k
De fet si a cada camp XA se li afegeixen les components
(fA)Bi
∂
∂pBi
, B 6= A, (fA)Bi ∈ C∞((T 1k )∗Q)
el resultat segueix sent una solucio´ de (5.2). Localment, la solucio´ general de les equacions (5.1) depe`n de
n(k2 − 1) funcions arbitra`ries. No ostant, per a que` el camp solucio´ sigui integrable sabem per la proposicio´
4.15 que s’ha de complir [XA, XB ] = 0 per tot A,B, aix´ı que el nombre de funcions arbitra`ries e´s menor o igual
que n(k2 − 1). Notem que si X e´s un k-camp vectorial integrable aleshores per la proposicio´ 4.14 per cada
α ∈ (T 1k )∗Q existeix una u´nica seccio´ integral ψ de X tal que ψ(0) = α.
Sigui ψ : Rk −→ (T 1k )∗Q una aplicacio´ donada localment per ψ(t) = (ψi(t), ψAi (t)) i suposem que e´s una
seccio´ integral de X aleshores
∂ψi
∂tA
= (XA)i,
∂ψBi
∂tA
= (XA)Bi (5.3)
Es dedueix de (5.2) que
∂H
∂qi
∣∣∣∣
ψ(t)
= −
k∑
A=1
∂ψAi
∂tA
∣∣∣∣
t
, 1 ≤ i ≤ n (5.4)
∂H
∂pAi
∣∣∣∣
ψ(t)
=
∂ψi
∂tA
∣∣∣∣
t
, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ A ≤ k (5.5)
Denotem per ψ˙A : Rk −→ TM l’aplicacio´
ψ˙A = Ttψ
(
∂
∂tA
∣∣∣∣
t
)
Aleshores, seguint l’equivale`ncia (local) entre les equacions (5.1) i (5.2), les equacions (5.4)–(5.5) so´n equivalents
a l’equacio´
k∑
A=1
i(ψ˙A)ωA = dH ◦ ψ (5.6)
Notem que en el cas k = 1 aquestes equacions so´n les equacions de Hamilton.
Definicio´ 5.7. Sigui H : (T 1k )
∗Q −→ R una funcio´ hamiltoniana. El sistema hamiltonia` k-simple`ctic e´s la
famı´lia ((T 1k )
∗Q,ωA, H). L’equacio´ (5.6) s’anomena de Hamilton–de Donder–Weyl.
Proposicio´ 5.8. Sigui X ∈ Xk((T 1k )∗Q) integrable. Cada seccio´ integral ψ de X satisfa` l’equacio´ (5.6) si i
nome´s si X ∈ XkH((T 1k )∗Q).
Demostracio´. Si X ∈ XkH((T 1k )∗Q) aleshores ja hem vist que cada seccio´ ψ de X satisfa` (5.6). Rec´ıprocament,
per ser X integrable, donat α ∈ (T 1k )∗Q existeix ψ una seccio´ integral amb ψ(0) = α que satisfa` (5.3) en un
cert entorn U0 de 0. Les equacions (5.4)–(5.5) junt amb les equacions (5.3) impliquen que les equacions (5.2) es
satisfan a ψ(U0). Com que α es arbitrari (5.2) es satisfa` a tot (T 1k )
∗Q.
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E´s important notar que les equacions (5.6) i (5.2) no so´n equivalents ja que potser no tota solucio´ de l’equacio´
(5.6) e´s una seccio´ integral d’algun k-camp vectorial de XkH((T
1
k )
∗Q).
Cal notar que les equacions diferencials que defineix un d’aquests k-camps vectorials s’mnmarquen a l’espai
de jets Rk × T 1k ((T 1k )∗Q), en el qual l’espai total e´s (T 1k )∗Q en comptes de Q, que l’hem usat al cap´ıtol anterior
per fer la descripcio´ general de l’equacio´ que defineix un k-camp vectorial X ∈ Xk(Q). D’altra banda, l’equacio´
(5.6) defineix una relacio´ diferencial en el mateix espai de jets, que podem denotar per SH i de la qual es poden
calcular les simetries infinitesimals com s’ha fet al cap´ıtol 3.
5.3 Simetries dels sistemes hamiltonians k-simple`ctics
Definicio´ 5.9. Una simetria auto`noma del sistema hamiltonia` k-simple`ctic ((T 1k )
∗Q,ωA, H) e´s un difeomorfisme
Φ : (T 1k )
∗Q −→ (T 1k )∗Q tal que per cada solucio´ ψ de l’equacio´ de Hamilton–de Donder–Weyl (5.6) tenim que
Φ ◦ ψ e´s tambe´ una solucio´ d’aquestes equacions. Si Φ = (T 1k )∗ϕ per algun ϕ : Q −→ Q es diu que Φ e´s una
simetria auto`noma natural.
Una simetria infinitesimal auto`noma del sistema hamiltonia` k-simple`ctic ((T 1k )
∗Q,ωA, H) e´s un camp vec-
torial Y ∈ X((T 1k )∗Q) tal que els seus fluxos locals so´n simetries auto`nomes. Si Y = ZC∗ per algun Z ∈ X(Q)
llavors es diu que Y e´s una simetria infinitesimal auto`noma natural.
Els resultats que hem vist a la seccio´ 4.3 sobre simetries de k-camps vectorials X ∈ Xk(M) les podem aplicar
a les simetries auto`nomes que acabem de definir, simplement hem de considerar M = (T 1k )
∗Q.
Corol·lari 5.10. (a) Sigui Φ una simetria d’un k-camp vectorial X ∈ XkH((T 1k )∗Q). Si ψ e´s una solucio´ de
l’equacio´ (5.6) i e´s una seccio´ integral de X aleshores Φ ◦ ψ e´s tambe´ una solucio´ de (5.6).
(b) Si Y ∈ X((T 1k )∗Q) e´s una simetria infinitesimal de X ∈ XkH((T 1k )∗Q) aleshores Y e´s una simetria in-
finitesimal auto`noma del conjunt de solucions de (5.6) que so´n seccions integrals de X.
Demostracio´. (a) Sigui ψ una solucio´ de (5.6) que e´s una seccio´ integral de X. Per la proposicio´ 4.23 Φ e´s una
simetria de ∆X. Per tant Φ ◦ ψ e´s una seccio´ integral de X. Per la proposicio´ 5.8, Φ ◦ ψ e´s una solucio´ del
sistema hamiltonia` ((T 1k )
∗Q,ωA, H).
(b) Per l’apartat (a) els difeomorfismes F tY deixen invariant el conjunt de solucions de (5.6) que so´n seccions
integrals de X, e´s a dir, Y e´s una simetria infinitesimal auto`noma d’aquest conjunt de solucions.
Observacio´ 5.11. Pel que fa a les simetries naturals podem utilitzar la proposicio´ 4.3 i la definicio´ 5.6. Si Φ
e´s una simetria natural de X aleshores Φ e´s la primera prolongacio´ j1ϕ d’un difeomorfisme ϕ a Q. Si Y e´s una
simetria infinitesimal natural aleshores Y e´s la primera prolongacio´ Z1 d’un camp vectorial Z ∈ X(Q).
Podem anar un pas me´s enlla` i en comptes de considerar les simetries dels k-camps vectorials de XkH((T
1
k )
∗Q),
com s’ha fet al cap´ıtol 4, considerem les aplicacions o camps vectorials que deixen invariants les 2-formes ωA
(1 ≤ A ≤ k) i la funcio´ H. D’aquesta manera estem preservant els objectes que a trave`s de l’equacio´ (5.1)
defineixen el conjunt de k-camps vectorials XkH((T
1
k )
∗Q).
Definicio´ 5.12. Una simetria de Cartan (o Noether) del sistema hamiltonia` k-simple`ctic ((T 1k )
∗Q,ωA, H) e´s
un difeomorfisme Φ : (T 1k )
∗Q −→ (T 1k )∗Q tal que
(a) Φ∗[ωA] = ωA, per A = 1, . . . , k.
(b) Φ∗[H] = H + c on c e´s una constant qualsevol.
Si a me´s Φ = (T 1k )
∗ϕ per algun ϕ : Q −→ Q es diu que Φ e´s una simetria natural.
Una simetria infinitesimal de Cartan (o Noether) del sistema hamiltonia` k-simple`ctic ((T 1k )
∗Q,ωA, H) e´s un
camp vectorial Y ∈ X((T 1k )∗Q) tal que
(a) LY ωA = 0 per A = 1, . . . , k
(b) LYH = 0
Si a me´s Y = ZC∗ per algun Z ∈ X(Q) llavors es diu que Y e´s una simetria infinitesimal natural.
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Observacio´ 5.13. Si Y ∈ X((T 1k )∗Q) e´s una simetria infinitesimal de Noether els difeomorfismes fε definits pel
flux FY de Y so´n simetries de Noether. En efecte, nome´s cal utilitzar la definicio´ de la derivada de Lie LY per
veure que les condicions (a) i (b) de simetria infinitesimal de Noether impliquen les corresponents condicions de
simetria de Noether. E´s me´s, la condicio´ LYH = 0 implica que f∗ε [H] = H (amb c = 0). No obstant per a les
proposicions que veurem a continuacio´ no e´s necessari que c sigui zero.
L’objectiu es veure que una simetria de Cartan del sistema hamiltonia` k-simple`ctic e´s una simetria auto`noma
(del sistema). Ho veurem de dues maneres, primer ho restringirem al cas en que` les solucions de (5.6) so´n seccions
d’un cert k-camp vectorial. Aquest e´s el camı´ natural si hom demostra que el conjunt de k-camps vectorials
XkH((T
1
k )
∗Q) e´s invariant per una simetria de Cartan; no obstant, com que no tota solucio´ de (5.6) e´s seccio´
integral d’un k-camp vectorial, en segon lloc demostrarem que una simetria de Cartan e´s una simetria auto`noma
del sistema hamiltonia`.
Lema 5.14. Si Φ : (T 1k )
∗Q −→ (T 1k )∗Q e´s una simetria de Cartan del sistema hamiltonia` k-simple`ctic
((T 1k )
∗Q,ωA, H), i X = (X1, . . . , Xk) ∈ XkH((T 1k )∗Q), llavors Φ∗X = (Φ∗X1, . . . ,Φ∗Xk) ∈ XkH((T 1k )∗Q).
Demostracio´. Hem de veure que Φ∗X satisfa` (5.1).
Φ∗
[
k∑
A=1
i(Φ∗XA)ωA − dH
]
=
k∑
A=1
i(XA)(Φ∗ωA)− d(Φ∗H)
=
k∑
A=1
i(XA)(ωA)− dH = 0
Com que Φ e´s un difeomorfisme aixo` e´s equivalent a demanar que
∑k
A=1 i(Φ∗XA)ω
A − dH = 0 i per tant
Φ∗X ∈ XkH((T 1k )∗Q).
Proposicio´ 5.15. Si Φ e´s una simetria de Cartan d’un sistema hamiltonia` ((T 1k )
∗Q,ωA, H), aleshores e´s una
simetria auto`noma del sistema hamiltonia` k-simple`ctic restringit a aquelles solucions que so´n seccions d’un
k-camp vectorial de XkH((T
1
k )
∗Q).
Demostracio´. Suposem que ψ e´s una solucio´ de les equacions (5.6). Per hipo`tesi sabem que existeix un k-camp
vectorial X = (X1, . . . , Xk) ∈ XkH((T 1k )∗Q) del qual ψ e´s una seccio´ integral. Vegem primer que Φ ◦ ψ e´s una
seccio´ integral de Φ∗X.
(Φ∗X)(Φ ◦ ψ) = T 1kΦ ◦X ◦ Φ−1 ◦ Φ ◦ ψ = (TΦ ◦X1, . . . , TΦ ◦Xk) ◦ ψ =
=
(
TΦ ◦ Tψ
(
∂
∂t1
)
, . . . , TΦ ◦ Tψ
(
∂
∂tk
))
=
=
(
T (Φ ◦ ψ)
(
∂
∂t1
)
, . . . , T (Φ ◦ ψ)
(
∂
∂tk
))
Pel lema 5.14 sabem que Φ∗X ∈ XkH((T 1k )∗Q). Si X e´s integrable llavors per la proposicio´ 4.15 Φ∗X e´s integrable
i per la proposicio´ 5.8 sabem que Φ ◦ ψ satisfa` l’equacio´ (5.6). Tambe´ podem comprovar-ho amb coordenades:
−
k∑
A=1
∂(Φ ◦ ψ)Ai
∂tA
∣∣∣∣
t
= −
k∑
A=1
(Φ∗XA)Ai (Φ ◦ ψ(t)) =
∂H
∂qi
∣∣∣∣
Φ◦ψ(t)
∂(Φ ◦ ψ)i
∂tA
∣∣∣∣
t
= (Φ∗XA)i(Φ ◦ ψ(t)) = ∂H
∂pAi
∣∣∣∣
Φ◦ψ(t)
Per tant Φ ◦ ψ e´s tambe´ una solucio´ de les equacions de Hamilton–de Donder–Weyl.
Corol·lari 5.16. Si Y ∈ X((T 1k )∗Q) e´s una simetria infinitesimal de Noether del sistema hamiltonia` k-simple`ctic
admissible ((T 1k )
∗Q,ωA, H) llavors e´s una simetria infinitesimal auto`noma.
Demostracio´. Per la proposicio´ 5.15 i la observacio´ 5.13, els difeomorfismes ψt definits pel flux de Y so´n simetries
del sistema hamiltonia`, aix´ı que per definicio´ Y e´s una simetria infinitesimal auto`noma.
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Proposicio´ 5.17. Si Φ e´s una simetria de Cartan d’un sistema hamiltonia` ((T 1k )
∗Q,ωA, H), aleshores e´s una
simetria auto`noma del sistema hamiltonia` k-simple`ctic.
Demostracio´. Sigui ψ una solucio´ de (5.6). Volem veure que Φ ◦ ψ e´s tambe´ una solucio´. En primer lloc
˙
Φ̂ ◦ ψA = T (Φ ◦ ψ) ∂
∂tA
= TΦ ◦ Tψ ∂
∂tA
= TΦ ◦ ψ˙A
Sigui ω̂A : T ((T 1k )
∗Q) −→ T ∗((T 1k )∗Q) l’aplicacio´
ω̂A(uα) = i(uα)ωAα
Vegem primer que ω̂A ◦ TΦ = T ∗Φ ◦ ω̂A, utilitzant que Φ∗[ωA] = ωA.〈
ω̂A ◦ TΦ(uα), vΦ(α)
〉
= ωA
(
TΦ(uα), vΦ(α)
)
= Φ∗ωA
(
TΦ(uα), vΦ(α)
)
=
= ωA(uα, (TΦ)−1vΦ(α)) =
〈
ω̂A(uα), (TΦ)−1vΦ(α)
〉
=
〈
T ∗Φω̂A(uα), vΦ(α)
〉
Vegem tambe´ que T ∗Φ ◦ dH = dH ◦ Φ, utilitzant que Φ∗H = H + c.〈
T ∗Φ ◦ dαH, vΦ(α)
〉
=
〈
dαH, (TΦ)−1vΦ(α)
〉
=
〈
dα(Φ∗[H]− c), (TΦ)−1vΦ(α)
〉
=
=
〈
Φ∗[dαH], (TΦ)−1vΦ(α)
〉
=
〈
dΦ(α)H,TΦ ◦ (TΦ)−1vΦ(α)
〉
=
〈
dH ◦ Φ(α), vΦ(α)
〉
Aleshores, utilitzant la linealitat de l’aplicacio´ cotangent T ∗Φ,
k∑
A=1
ı(
˙
Φ̂ ◦ ψA)ωA =
k∑
A=1
ω̂A ◦ TΦ ◦ ψ˙A =
k∑
A=1
T ∗Φ ◦ ω̂A ◦ ψ˙A =
= T ∗Φ
k∑
A=1
ω̂A ◦ ψ˙A = T ∗Φ ◦ dH ◦ ψ = dH ◦ Φ ◦ ψ
com vol´ıem demostrar.
5.4 Exemple
Sigui Q = R i k = 3. Les coordenades a R3 × (T 13 )∗Q so´n (t, x, y, u, pt, px, py). Sigui
H =
1
2
((pt)2 − (px)2 − (py)2)
Una solucio´ de les equacions de Hamilton–de Donder–Weyl e´s una aplicacio´ ψ = (ψu, ψt, ψx, ψy) : R3 −→ (T 13 )∗Q
tal que
0 = −∂H
∂u
=
∂ψt
∂t
+
∂ψx
∂x
+
∂ψy
∂y
(5.7)
∂ψu
∂t
=
∂H
∂pt
◦ ψ = pt(ψ) = ψt, (5.8)
∂ψu
∂x
=
∂H
∂px
◦ ψ = −px(ψ) = −ψx, (5.9)
∂ψu
∂y
=
∂H
∂py
◦ ψ = −py(ψ) = −ψy (5.10)
Substituint les equacions (5.8)–(5.10) a (5.7) veiem que ψu(t, x, y) ha de satisfer l’equacio´ d’ones
∂2ψu
∂t2
− ∂
2ψu
∂x2
− ∂
2ψu
∂y2
= 0
I rec´ıprocament si ψu satisfa` l’equacio´ d’ones aleshores
(
ψu, ∂ψ
u
∂t ,−∂ψ
u
∂x ,−∂ψ
u
∂y
)
satisfa` les equacions (5.7)–(5.10).
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Els 3-camps vectorials X = (Xt, Xx, Xy) tals que
Xt = pt
∂
∂u
+ (Xt)x
∂
∂px
+ (Xt)y
∂
∂py
Xx = −px ∂
∂u
+ (Xx)t
∂
∂pt
+ (Xx)y
∂
∂py
Xy = −py ∂
∂u
+ (Xy)t
∂
∂pt
+ (Xy)x
∂
∂px
so´n solucions de i(Xt)ωt + i(Xx)ωx + i(Xy)ωy = dH.
Les simetries infinitesimals de Noether del sistema so´n els camps vectorials a (T 13 )
∗Q
Y = Y u
∂
∂u
+ Y t
∂
∂pt
+ Y x
∂
∂px
+ Y y
∂
∂py
tals que
0 = LYH = ptY t − pxY x − pyY y (5.11)
0 = LY ωt, 0 = LY ωx, 0 = LY ωy (5.12)
Les equacions (5.12) impliquen que Y u e´s constant i que Y t, Y x, Y y so´n funcions u´nicament de u. Per tant, per
satisfer l’equacio´ (5.11) cal que Y t = Y x = Y y = 0. Per tant, les simetries infinitesimals de Noether so´n
Y = c
∂
∂u
, c ∈ R
Els difeomorfismes F tY so´n simetries de les equacions de Hamilton–de Donder–Weyl. Com que aquestes so´n
equivalents a l’equacio´ d’ones les simetries trobades a la seccio´ 3.3 so´n tambe´ simetries de les equacions (5.7)–
(5.10).
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Ape`ndix A
Grups de Lie
En aquest ape`ndix exposem els conceptes i resultats ba`sics sobre grups de Lie de [KMS] i que apareixen al
cap´ıtol 3.
Definicio´ A.1. Un grup de Lie G e´s una varietat diferenciable i un grup tal que la multiplicacio´ µ : G×G −→ G
e´s diferenciable.
Denotarem la multiplicacio´ de dos elements per µ(x, y) = xy. La translacio´ per l’esquerra La : G −→ G es
defineix per La(x) = ax, i la translacio´ per la dreta Ra : G −→ G per Ra(x) = xa, ambdues so´n difeomorfismes
de G. La inversio´ a G e´s l’aplicacio´ ν : G −→ G tal que ν(x) = x−1. L’element neutre de G el denotarem per e.
Lema A.2. L’aplicacio´ T(a,b)µ : TaG× TbG −→ TabG ve donada per
T(a,b)µ(u, v) = TaRbu+ TbLav
Demostracio´. Sigui ria : G −→ G×G, ria(x) = (a, x) la inclusio´ per la dreta i sigui lia : G −→ G×G, lib(x) =
(x, b) la inclusio´ per l’esquerra. Llavors
T(a,b)µ(u, v) = T(a,b)µ(Talib(u) + Tbria(v)) =
= Ta(µ ◦ lib)u+ Tb(µ ◦ ria)v = Ta(Rb)u+ Tb(La)v
Corol·lari A.3. La inversio´ ν : G −→ G e´s un difeomorfisme i
Taν = −TeRa−1TaLa−1 = −TeLa−1TaRa−1
Demostracio´. En primer lloc l’aplicacio´ ν e´s bijectiva per la unicitat de l’element invers i a me´s ν ◦ ν = idG.
L’equacio´ µ(x, ν(x)) = e determina impl´ıcitament ν. Com que Te(µ(e, )) = TeLe = id, l’aplicacio´ ν e´s
diferenciable en un entorn de e pel teorema de la funcio´ impl´ıcita. De ν ◦ La(x) = x−1a−1 = Ra−1 ◦ ν(x) es
dedueix que ν e´s diferenciable en tot a ∈ G. Com que l’aplicacio´ a 7→ µ(a, ν(a)) e´s constant a e en diferenciar
obtenim per tot u ∈ TaG
0e = T(a,a−1)µ(u, Taνu) = Ta(Ra−1)u+ T−1a LaTaνu,
Taνu = −(Ta−1La)−1TaRa−1u = −TeL−1a TaRa−1u
Utilitzant l’equacio´ µ(ν(a), a) es dedueix l’altra igualtat.
Definicio´ A.4. Un camp vectorial X ∈ X(G) e´s invariant per l’esquerra si per tot a ∈ G, (La)∗X = X, e´s a
dir, si per tot a ∈ G, TLa ◦X = X ◦La. El conjunt de camps vectorials invariants per l’esquerra de G es denota
XL(G).
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Com que [X,Y ] esta` La-relacionat amb [(La)∗X, (La)∗Y ], si X,Y ∈ XL(G) llavors [X,Y ] tambe´ e´s un camp
vectorial invariant per l’esquerra. Per tant, XL(G) e´s una suba`lgebra de Lie de X(G). Per definicio´ tot camp
vectorial X invariant per l’esquerra esta` un´ıvocament determinat per X(e) ∈ TeG ja que X(a) = TeLaX(e).
Aix´ı que l’a`lgebra de Lie XL(G) e´s linealment isomorfa a TeG. A cada v ∈ TeG li correspon el camp vectorial
Xv(a) = TeLa(v). Tot camp vectorial invariant per l’esquerra e´s diferenciable ja que e´s la composicio´
G
lie // G×G 0×v // TG× TG Tµ // TG
g  // (g, e)  // (0g, ve)
 // TeLgv = Xv(g)
L’a`lgebra de Lie indu¨ıda a TeG per XL(G) es denota per g o Lie(G) i el seu pare`ntesi de Lie es denota igualment
[ , ]. Llavors [Xu, Xv] = X[u,v].
Definicio´ A.5. Un camp vectorial X ∈ X(G) e´s invariant per la dreta si per tot a ∈ G, (Ra)∗X = X, e´s a dir,
si per tot a ∈ G, TRa ◦ X = X ◦ Ra. El conjunt de camps vectorials invariants per la dreta de G es denota
XR(G).
Ana`logament a XL(G), XR(G) e´s una a`lgebra de Lie linealment isomorfa a TeG i tambe´ indueix una estruc-
tura d’a`lgebra de Lie a TeG. Denotem per Xv el camp vectorial invariant per la dreta que correspon a v ∈ TeG,
definit per Xv(a) = TeRa(v). Ana`logament, els camps vectorials invariants per la dreta so´n diferenciables. Si
X e´s un camp vectorial invariant per l’esquerra aleshores ν∗X e´s invariant per la dreta. En efecte, de la igualtat
Ra ◦ ν = ν ◦La−1 es dedueix que (Ra)∗ν∗X = (Ra ◦ ν)∗X = (ν ◦La−1)∗X = ν∗(La−1)∗X = ν∗X. En particular,
pel corol·lari A.3 Teν = −idTeG, aix´ı ν∗Xv(e) = TeνXv(e) = −v, i d’aixo` es dedueix que Xv = −ν∗Xv. Com
que ν∗ = ν∗ tambe´ tenim ν∗Xv = −Xv, aix´ı que ν∗ e´s un isomorfisme entre les a`lgebres de Lie XL(G) i XR(G).
Definicio´ A.6. Un un subgrup uniparame`tric d’un grup de Lie G e´s un homomorfisme de grups de Lie
α : (R,+) −→ G, e´s a dir, una corba diferenciable α a G tal que α(0) = e i α(s+ t) = α(s)α(t).
Lema A.7. Sigui α : R −→ G una corba diferenciable tal que α(0) = e. Sigui v = α˙(0) ∈ g. Aleshores so´n
equivalents
1. α e´s un subgrup uniparame`tric.
2. α(t) = FXv (t, e) per tot t.
3. α(t) = FXv (t, e) per tot t.
4. xα(t) = FXv (t, x), o F
t
Xv
= Rα(t) per tot t.
5. α(t)x = FXv (t, x), o F tXv = Lα(t) per tot t.
Demostracio´. (1) ⇒ (4):
d
dt
xα(t) =
d
ds
∣∣∣∣
0
xα(t+ s) =
d
ds
∣∣∣∣
0
xα(t)α(s) =
d
ds
∣∣∣∣
0
Lxα(t)α(s)
= TeLxα(t)
d
ds
∣∣∣∣
0
α(s) = TeLxα(t)v = Xv(xα(t))
(4) ⇒ (2): Es dedueix posant x = e.
(2)⇒ (1): Tenim ddsα(t)α(s) = ddsLα(t)α(s) = TLα(t) ddsα(s) = TLα(t)Xv(α(s)) = Xv(α(t)α(s)) i α(t)α(0) =
α(t). Per tant α(t)α(s) = FXv (s, α(t)). Utilitzant la hipo`tesi tenim α(t)α(s) = F
s
Xv
(F tXv (e)) = FXv (t+ s, e) =
α(t+ s).
(4)⇔ (5): Com que la inversio´ ν e´s un difeomorfisme, els camps vectorials Y, ν∗Y ∈ X(G) estan ν-relacionats.
Per tant F tν∗Y = ν
−1 ◦ F tY ◦ ν = ν ◦ F tY ◦ ν. Utilitzant a me´s que ν∗Xv = −Xv tenim
ν(F tXv ◦ ν(x)) = F tν∗Xv (x) = F−tXv (x) = xα(−t)
Per tant F tXv ◦ ν(x) = ν(xα(−t)) = α(t)ν(x), e´s a dir, F tXv (y) = α(t)y.
Ana`logament es demostra la cadena (5)⇒ (3) ⇒ (1).
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Definicio´ A.8. L’aplicacio´ exponencial exp : g −→ G del grup de Lie G es defineix per
exp(v) = FXv (1, e) = FXv (1, e) = αv(1)
on αv e´s el subgrup uniparame`tric de G tal que α˙v(0) = v.
Teorema A.9. Es compleix:
1. exp : g −→ G e´s diferenciable.
2. exp(tv) = FXv (t, e)
3. FXv (t, x) = x exp(tv)
4. FXv (t, x) = exp(tv)x
5. exp(0) = e i T0 exp = id : T0g = g −→ TeG = g, aix´ı exp e´s un difeomorfisme entre un entorn de 0 a g i
un entorn de e a G.
Demostracio´. (1) Sigui 0 × X ∈ X(g × G) donat per 0 × X(v, x) = (0v, Xv(x)). Llavors el flux F0×X e´s
diferenciable, en particular pr2(F0×X(t, (v, e))) = FXv (t, e) = αv(t) e´s diferenciable en (t, v), en particular en
(1, v).
(2) exp(tv) = FXtv (1, e) = FtXv (1, e) = FXv (t, e) = αv(t)
(3) i (4) es dedueixen del lema A.7.
(5) T0 exp v = ddt
∣∣
0
exp(0 + tv) = ddt
∣∣
0
FXv (t, e) = v.
Lema A.10. Si G e´s un grup de Lie connex i V e´s un entorn obert de e, llavors el grup generat per V e´s G.
Demostracio´. El subgrup H ≡ 〈V 〉 de G conte´ l’entorn obert V de e. Com que l’aplicacio´ Lg e´s un difeomorfisme
H e´s un subgrup obert de G. Per la mateixa rao´ el complementari G\H = ∪g/∈HgH tambe´ e´s un obert. Per
tant H e´s obert i tancat, i com que G e´s connex ha de coincidir amb G.
Aquest lema tambe´ e´s va`lid per a grups topolo`gics, nome´s cal substituir el concepte de difeomorfisme pel de
homeomorfisme. En cas que G no sigui connex, el subgrup H coincideix amb la component connexa de G que
conte´ e.
Corol·lari A.11. Si G e´s connex i U ⊂ g e´s un obert que conte´ 0, llavors el grup generat per exp(U) e´s igual
a G.
Demostracio´. En efecte, per l’apartat (5) del teorema anterior H ≡ 〈exp(U)〉 e´s un subgrup de G que conte´ un
entorn obert de e. Com a consequ¨e`ncia d’aixo` i de que` l’aplicacio´ Lg e´s un difeomorfisme, H e´s un obert de G.
Pel lema A.10 H e´s G.
Corol·lari A.12. Sigui G un grup de Lie connex i sigui v1, . . . , vk una base de g. Aleshores tot element g ∈ G
es pot escriure com a producte d’elements de la forma
exp(t1v1) · · · exp(tkvk)
Demostracio´. Definim l’aplicacio´ ψ : Rk −→ G com ψ(t1, . . . , tk) = exp(t1v1) · · · exp(tkvk). Vegem que T0ψ e´s
invertible. Sigui ej el j-e`sim vector de la base cano`nica de T0Rk. Llavors
T0ψ(ej) =
d
ds
∣∣∣∣
0
ψ(sej) =
d
ds
∣∣∣∣
0
exp(svj) =
d
ds
∣∣∣∣
0
FXvj (s, e) = Xvj (e) = vj
Com que T0ψ transforma la base cano`nica en la base de g, e´s invertible. Per tant, ψ defineix un difeomorfisme
local entre un entorn obert U0 de 0 i un entorn obert ψ(U0) de l’element neutre e. Pel lema A.10 el subgrup
generat per ψ(U0) e´s G, per tant tot element de g e´s producte d’elements de la forma exp(t1v1) · · · exp(tkvk).
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Definicio´ A.13. Sigui (G,Ψ) un grup local de transformacions d’una varietat M (vegeu 3.10). Les aplicacions
Ψa : M −→M i Ψx : G −→M es defineixen per Ψa(x) = Ψx(a) = Ψ(a, x). Per cada v ∈ g definim el camp
vectorial fonamental Zv ∈ X(M) definit per
Zv(x) = TeΨxv
Tenint en compte que T(a,x)Ψ(u, v) = TaΨxu+ TxΨav tambe´ podem escriure Zv(x) = T(e,x)Ψ(v, 0x).
Lema A.14. (1) Z : g −→ X(M) e´s una aplicacio´ lineal.
(2) Sigui Xv el camp vectorial invariant per la dreta definit per v. Xv × 0M ∈ X(G ×M) esta` Ψ-relacionat
amb Zv ∈ X(M).
(3) [Zu, Zv] = −Z[u,v].
Demostracio´. (1) E´s evident.
(2) De la igualtat Ψ(g,Ψ(a, x)) = Ψ(ga, x) (al domini D ⊂ G ×M de Ψ) es dedueix Ψ ◦ (id × Ψa) = Ψ ◦
(Ra× id) : D →M . Per simplificar la notacio´ escriurem Ψ(a, x) = ax. Llavors Zv(Ψ(a, x)) = T(e,ax)Ψ(v, 0ax) =
TΨ ◦ id× TΨa(v, 0x) = TΨ ◦ TRa × id(v, 0x) = TΨ ◦Xv × 0M (a, x).
(3) Tenim [Xu × 0M , Xv × 0M ] = [Xu, Xv] × 0M = −X [u,v] × 0M . Per definicio´ utilitzem que l’a`lgebra de
Lie a g e´s la indu¨ıda pels camps vectorials invariants per l’esquerra. D’una banda [Xu × 0M , Xv × 0M ] esta`
Ψ-relacionat amb [Zu, Zv] per (2), i d’altra banda −X [u,v] × 0M esta` Ψ-relacionat amb −Z [u,v] per (2). Com
que Ψ e´s exhaustiva tenim [Zu, Zv] = −Z [u,v].
Proposicio´ A.15. El flux d’un camp vectorial fonamental Zv e´s (t, x) 7→ Ψexp(tv)(x).
Demostracio´. Sigui Xv ∈ XR(G) el camp vectorial invariant per la dreta definit per v. Pel lema A.14(2) el
camp vectorial Y v ≡ Xv × 0M ∈ X(G ×M) esta` Ψ-relacionat amb Zv. En general, sigui F : M −→ N i dos
camps Y ∈ X(M), X ∈ X(N) F -relacionats, e´s a dir, tals que TF ◦ Y = X ◦ F . Suposem que γp(t) e´s la corba
integral de Y per p ∈M . Aleshores F ◦ γp(t) e´s la corba integral de X per F (p): X ◦F ◦ γp(t) = TF ◦Y γp(t) =
TF ◦ γ˙p(t) = ˙̂(F ◦ γp)(t). Tornant al nostre cas, la corba γ(x,p) : R −→ G×M definida per t 7→ (x exp(tv), p)
e´s la corba integral de Y v per (x, p). Aix´ı que Ψ ◦ γ(x,p) e´s la corba integral de Zv per Ψ(x, p). En particular
per x = e, t 7→ Ψexp(tv)(p) e´s la corba integral de Zv per p.
Finalment exposem dos teoremes que expressen la relacio´ entre a`lgebres de Lie i grups de Lie.
Teorema A.16 ([Lee]). Per cada a`lgebra de Lie de dimensio´ finita g existeix un u´nic grup de Lie G˜ simplement
connex amb a`lgebra de Lie g, llevat d’isomorfismes. Els grups de Lie connexos amb a`lgebra de Lie g so´n de la
forma G˜/Γ amb Γ un subgrup discret del centre de G˜.
Teorema A.17 ([Olv]). Siguin X1, . . . , Xr camps vectorials sobre M tals que
[Xi, Xj ] =
r∑
k=1
ckijXk, i, j = 1, . . . , r
per a certes constants ckij. Aleshores existeix un grup de Lie G amb constants d’estructura c
k
ij respecte d’alguna
base v1, . . . , vr ∈ g, i un grup local de trnasformacions (G,Ψ) de M tal que el camp vectorial fonamental Zvi
e´s Xi.
Ape`ndix B
Equacions en derivades parcials lineals
de primer ordre
En aquest ape`ndix exposem resultats sobre la solucio´ general d’equacions en derivades parcials de primer ordre
lineals. Aquests sistemes es coneixen com sistemes sobredeterminats i apareixen al cap´ıtol 4 quan es calculen
les simetries infinitesimals d’un k-camp vectorial. Tambe´ donem un me`tode per construir aquesta solucio´. En
primer lloc procedim amb els sistemes d’equacions homogenis de la forma
Y 11
∂u
∂x1
+ · · ·+ Y n1
∂u
∂xn
= 0
... (B.1)
Y 1k
∂u
∂x1
+ · · ·+ Y nk
∂u
∂xn
= 0
on k ≤ n i Y ji so´n funcions de xi. Si denotem per Yi el camp vectorial Y ji ∂∂xj aleshores les equacions (B.1) so´n
equivalents a
LY1u = . . . = LYku = 0 (B.2)
Per tant el sistema (B.1) e´s l’expressio´ en coordenades que s’obte´ d’un sistema de la forma B.2 en una certa
varietat M . Suposarem que els camps vectorials Yi so´n independents, e´s a dir, la matriu (Y
j
i ) te´ rang k en
cada punt. Una funcio´ u que satisfa` l’equacio´ LYiu = 0 s’anomena invariant o integral primera de Yi. Totes les
funcions constants so´n invariants de qualsevol camp vectorial, vegem si n’existeixen de no constants.
Proposicio´ B.1 ([Lee]). Siguin Y1, . . . , Yk camps vectorials independents en una varietat M de dimensio´ n.
Llavors so´n equivalents:
(a) Per cada punt x ∈ M existeix entorn obert U de x i n − k funcions solucio´ de (B.2) amb diferencials
independents en cada punt de U .
(b) La distribuio´ generada per Y1, . . . , Yk e´s involutiva.
Demostracio´. Sigui D la distribucio´ generada per Y1, . . . , Yk. Si existeixen n − k solucions u1, . . . , un−k amb
diferencials independents a U , aleshores l’aplicacio´ (u1, . . . , un−k) : U −→ Rn−k e´s una submersio´ tal que els
seus conjunts de nivell so´n varietats integrals de D. La rao´ e´s que els conjunts de nivell so´n varietats tal que el
seu espai tangent e´s el nucli de l’aplicacio´ tangent de (u1, . . . , un−k) : U −→ Rn−k, per tant les equacions (B.1)
impliquen que Y1, . . . , Yk so´n tangents als conjunts de nivell. Pel teorema de Frobenius 4.12 la distribucio´ D e´s
involutiva.
Rec´ıprocament, suposem que D e´s involutiva i siguin (v1, . . . , vm) coordenades adaptades a D en un obert U .
En particular les seves diferencials so´n independents. Llavors els conjunts de nivell de les funcions coordenades
(vk+1, . . . , vn) so´n varietats integrals de D i per tant tangents als camps vectorials Y1, . . . , Yk. Per la proposicio´
1.4 les funcions vi satisfan el sistema (B.2).
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Proposicio´ B.2 ([Lee]). Siguin Y1, . . . , Yk camps vectorials independents en una varietat M de dimensio´ n
que generen una distribucio´ involutiva, i siguin (u1, . . . , un−k) solucions qualssevol de (B.1) en un obert U amb
diferencials independents. Aleshores tot punt de U te´ un entorn en que` la solucio´ general de (B.1) e´s qualsevol
funcio´ de la forma u(x) = g(u1(x), . . . , un−k(x)) per a qualsevol funcio´ arbitra`ria g de n− k variables.
Demostracio´. Sigui D la distribucio´ generada per Y1, . . . , Yk. Entorn de cada punt x0 ∈ U podem triar funcions
y1, . . . , yk tals que (y1, . . . , yk, u1, . . . , un−k) formen una carta de M en un entorn W de x0. Restringint si cal
W , podem suposar que la imatge d’aquestes coordenades e´s un rectangle obert de Rn. D’aquesta manera, com
que D i 〈∂/∂y1, . . . , ∂/∂yk〉 es caracteritzen per l’anul·lacio´ de du1, . . . ,dun−k en cada punt de W , es dedueix
que aquesta carta e´s adaptada a D. En coordenades, si g e´s qualsevol funcio´ real de (y1, . . . , yk, u1, . . . , un−k)
definida en W , aleshores
g e´s una solucio´ de (B.1) ⇔ dgp|Dp = 0 ∀ p ∈W
⇔ ∂g/∂yi = 0, i = 1, . . . , k
⇔ g e´s independent de (y1, . . . , yk)
⇔ g e´s una funcio´ de (u1, . . . , un−k)
Corol·lari B.3. Per i = 1, . . . , k siguin Yi camps vectorials independents que generen una distribucio´ involutiva
i fi funcions en una varietat M . La solucio´ general del sistema
Y 11
∂u
∂x1
+ · · ·+ Y n1
∂u
∂xn
= f1
... (B.3)
Y 1k
∂u
∂x1
+ · · ·+ Y nk
∂u
∂xn
= fk
e´s
u(x) = u0(x) + g(u1(x), . . . , un−k(x)) (B.4)
on u0 e´s una solucio´ qualsevol de (B.3) i u1, . . . , un−k so´n solucions del sistema truncat (B.1).
Demostracio´. Siguin u0 i u1 dues solucions de (B.3). Aleshores u1−u0 e´s una solucio´ del sistema truncat (B.1)
i per la proposicio´ B.2 u1 − u0 = g(u1(x), . . . , un−k(x)). Per tant u1 e´s una solucio´ del tipus (B.4).
Notem que si existeix una solucio´ u del sistema (B.3) aleshores necessa`riament s’han de complir les condicions
d’integrabilitat
L[Yi,Yj ]u = LYifj − LYjfi, i, j = 1, . . . , k (B.5)
Corol·lari B.4. Per i = 1, . . . , k siguin Yi camps vectorials independents que generen una distribucio´ involutiva
i hi funcions en una varietat M . La solucio´ general del sistema
Y 11
∂u
∂x1
+ · · ·+ Y n1
∂u
∂xn
= h1u
... (B.6)
Y 1k
∂u
∂x1
+ · · ·+ Y nk
∂u
∂xn
= hku
e´s
u(x) = u0(x)g(u1(x), . . . , un−k(x)) (B.7)
on u0 e´s una solucio´ qualsevol de (B.6) i u1, . . . , un−k so´n solucions del sistema truncat (B.1).
Demostracio´. Siguin u0 i u1 dues solucions de (B.6). Aleshores u1/u0 e´s una solucio´ del sistema truncat (B.1)
ja que
LYi(u1/u0) =
1
u20
(u0LYiu1 − u1LYiu0) =
1
u20
(u0hiu1 − u1hiu0) = 0
i per la proposicio´ B.2 u1/u0 = g(u1(x), . . . , un−k(x)). Per tant u1 e´s una solucio´ del tipus (B.7).
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Notem que si existeix una solucio´ u del sistema (B.6) aleshores necessa`riament s’han de complir les condicions
d’integrabilitat
L[Yi,Yj ]u = u(LYihj − LYjhi), i, j = 1, . . . , k (B.8)
A continuacio´ donem un me`tode per determinar solucions u1, . . . , un−k del sistema (B.1). Llavors les solucions
generals dels sistemes (B.3) i (B.6) queden determinades per les funcions ui i per una solucio´ particular u0, que
posteriorment donarem un me`tode per trobar-la en un cas particular.
Definicio´ B.5. Una funcio´ u : M −→ R e´s invariant per una aplicacio´ g : U ⊂M −→M si u(g(x)) = u(x) per
tot x ∈ U .
Proposicio´ B.6. Una funcio´ u sobre M e´s un invariant d’un camp vectorial Y si, i nome´s si, e´s invariant pel
flux F tY per t en un entorn de 0.
Demostracio´. Sigui γp(t) la corba integral de Y per p ∈M . Per definicio´ de derivada de Lie
LY u(p) = ddt
∣∣∣∣
t=0
u(γp(t)) (B.9)
Llavors si LY u(p) = 0 l’aplicacio´ t 7→ u(γp(t)) e´s constant: u(p) = u(γp(t)) = u(F tY (p)). Rec´ıprocament si la
part dreta de (B.9) e´s zero per tot p ∈M llavors LY u = 0 sobre M .
Suposem que u e´s un invariant del camp vectorial Y . Llavors t 7→ u(F tY (p)) e´s una funcio´ constant i per
tant les variables x1(t), . . . , xn(t) parametritzades pel flux F tY han de satisfer una certa relacio´ per cancel·lar la
depende`ncia en t. Aleshores una manera natural de trobar un invariant u de Y e´s calcular el flux de Y i a partir
de les parametritzacions xi(s) establir les relacions constants entre les variables. No obstant hi ha un me`tode
me´s ra`pid de procedir que consisteix en resoldre l’equacio´ caracter´ıstica del camp Y
dx1
Y 1(x)
= . . . =
dxn
Y n(x)
(B.10)
Proposicio´ B.7. L’o`rbita d’un camp vectorial Y es pot parametritzar per la gra`fica de la solucio´ del sistema
dxi
dx1
=
Y i(x)
Y 1(x)
, i = 2, . . . ,m, x ∈ A1 = {x ∈M | Y 1(x) 6= 0} (B.11)
Demostracio´. Si γp(t) e´s la corba integral de Y per p aleshores φi(x1) = γip ◦ (γ1p)−1(x1) per i = 2, . . . ,m e´s la
solucio´ de (B.11).
Aix´ı la solucio´ del sistema (B.11) do´na els m− 1 invariants del camp vectorial Y sobre A1 ja que
LY (xi − φi(x1)) = Y i(x)− Y 1 dφ
i
dx1
= Y i(x)− Y 1 Y
i
Y 1
= 0
La variable x1 no te´ un intere`s especial de manera que qualsevol altre variable pot fer de variable independent
a (B.11). De fet es poden utilitzar alhora diferents sistemes (B.11) de manera que s’estableixen relacions entre
3 o me´s variables. Aix´ı que les equacions que han de determinar els m − 1 invariants u1, . . . , um−1 s’escriuen
simplement com l’equacio´ caracter´ıstica (B.10). Finalment sabem per la proposicio´ B.2 que tot invariant e´s de
la forma g(u1, . . . , um−1).
Fins aqu´ı hem exposat com determinar invariants d’un sol camp vectorial. Per determinar invariants de 2
o me´s camps vectorials es procedeix de forma incremental: primer es troben els invariants g(u1, . . . , um−1) del
primer camp i en segon lloc s’estableix la segona equacio´ que ha de complir g en les noves variables ui.
Exemple B.8. Volem trobar un invariant dels camps vectorials
X =
∂
∂x
+ 2x
∂
∂z
, Y =
∂
∂y
+ 2y
∂
∂z
Com que [X,Y ] = 0 la proposicio´ B.1 garanteix l’existe`ncia d’un invariant no trivial. Resolem primer l’equacio´
dx
1
=
dy
0
=
dz
2x
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Com que X2 = 0 la variable y es mante´ constant, e´s a dir e´s un invariant de X. De l’equacio´ entre x i z s’obte´
l’invariant x2 − z. Els valors que prenen els invariants depenen de la condicio´ inicial que imposem. Per tant els
invariants de X so´n de la forma funcions arbitra`ries dels invariants u1 = x2 − z i u2 = y. Sigui g(u1, u2) un
d’aquests invariants i imposem que sigui un invariant de Y :
∂g
∂u2
+ 2y(−1) ∂g
∂u1
= −2u2 ∂g
∂u1
+
∂g
∂u2
= 0
Apliquem de nou el me`tode de l’equacio´ caracter´ıstica
du1
−2u2 =
du2
1
l’invariant d’aquesta equacio´ e´s u1 +(u2)2. Per tant u1 +(u2)2 = x2−z+y2 e´s un invariant de X i Y i qualsevol
altre invariant e´s de la forma g(x2 + y2 − z). 
Existeix una altra manera de trobar solucions del sistema (B.1) que consisteix en redrec¸ar els camps vectorials
Y 1, . . . , Y k.
Proposicio´ B.9 ([Lee],18.6). Siguin Y1, . . . , Yk camps vectorials independents en una varietat M de dimensio´
n (k ≤ n). Llavors so´n equivalents:
1. Existeixen coordenades (u1, . . . , un) en un entorn de cada punt tal que Yi = ∂ui , i = 1, . . . , k.
2. [Yi, Yj ] = 0 per tot i, j.
Demostracio´. Donarem nome´s la idea de la demostracio´. Sigui θi el flux de Yi per i = 1, . . . , k. Llavors l’aplicacio´
ψ(u1, . . . , uk, uk+1, . . . , un) = (θ1)u1 ◦ · · · ◦ (θk)uk(0, . . . , 0, uk+1, . . . , un)
e´s un difeomorfisme que do´na el canvi de coordenades (x1, . . . , xn) = ψ(uj) desitjat.
De fet tenint en compte la proposicio´ 4.16, la proposicio´ anterior tambe´ es pot aplicar a distribucions
involutives. Segons l’apartat 1 es dedueix que les funcions ul+1, . . . , un so´n els invariants dels camps vectorials
Y1, . . . , Yl (1 ≤ l ≤ k). A me´s, segons l’expressio´ local de l’apartat 1 dels camps vectorials Yi, els camps vectorials
que commuten amb Y1, . . . , Yl (1 ≤ l ≤ k) so´n del tipus
Zi(ul+1, . . . , un)
∂
∂ui
on Z1, . . . , Zn so´n funcions arbitra`ries de n − l variables. A aquest me`tode per determinar els invariants o les
simetries infinitesimals dels camps vectorials Y1, . . . , Yk l’anomenarem me`tode del redrec¸ament. Notem que en
el cas k = 1 el teorema anterior e´s el teorema de redrec¸ament del flux.
Exemple B.10. Siguin X, Y els camps vectorials de l’exemple B.8. Els fluxos de X i Y so´n
F εX(x, y, z) = (x+ ε, y, 2xε+ ε
2 + z), F εY (x, y, z) = (x, y + ε, 2yε+ ε
2 + z)
Llavors l’aplicacio´
(x, y, z) = ψ(u, v, w) = FuX ◦ F vY (0, 0, w) = FuX(0, v, v2 + w) = (u, v, u2 + v2 + w)
e´s el canvi de coordenades tal que X = ∂u, Y = ∂v i w = z−x2−y2 e´s un invariant de tots dos camps vectorials.

Finalment la segu¨ent proposicio´ proporciona un me`tode per trobar una solucio´ d’un cas particular dels
sistemes (B.3) i (B.6).
Proposicio´ B.11. Siguin u1, . . . , un−k solucions del sistema (B.1) i siguin v1, . . . , vn−k funcions tals que vi e´s
solucio´ del sistema (B.3) amb fj = δij. Siguin f1, . . . , fk, h1, . . . , hk, les funcions que formen la part dreta dels
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sistemes (B.3) i (B.6), i suposem que so´n solucions del sistema (B.1) (en aquest cas aquestes funcions satisfan
les condicions necessa`ries d’integrabilitat (B.5) i (B.8)). Aleshores
F (xj) = vi(xj)fi(u1(xj), . . . , un−k(xj))
e´s una solucio´ del sistema (B.3), i
G(xj) = exp(vi(xj)hi(u1(xj), . . . , un−k(xj)))
e´s una solucio´ del sistema (B.6).
Demostracio´. Com que les funcions fi i hi so´n solucio´ del sistema (B.1) han de ser funcions arbitra`ries de
u1, . . . , un−k. Per tant en comprovar que F i G so´n solucions dels respectius sistemes, la derivacio´ de les
funcions hi s’anul·la. Llavors nome´s cal derivar les funcions vi, que per definicio´ fan que F i G satisfacin els
sistemes (B.3) i (B.6).
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